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Resumen

El interés de esta contribucién se centra en pro-
blemas de toma de decisiones definidos bajo in-
certidumbre donde la informacién es vaga e im-
precisa. Nuestro objetivo es facilitar a los exper-
tos la expresion de sus valoraciones cuando du-
dan entre varios valores lingiiisticos. Para ello in-
troducimos el concepto de Conjunto de Térmi-
nos Lingiiisticos Difusos Dudosos que nos per-
mite modelar expresiones lingiifsticas compara-
tivas generadas mediante una gramdtica libre de
contexto. Posteriormente, presentamos un mode-
lo lingiifstico de toma de decisiones multicriterio
que utiliza dichas expresiones lingiifsticas com-
parativas.

Palabras Clave: gramatica libre de contexto, ex-
presiones lingiiisticas comparativas, conjunto de
términos lingiifsticos difusos dudosos, toma de
decisiones multicriterio.

1 INTRODUCCION

La toma de decisién es un proceso habitual para los seres
humanos en muchas actividades del mundo real como la
ingenieria, organizacion, finanzas, medicina, etc. Los pro-
blemas de decisién normalmente se definen en contextos
donde la informacién es vaga e imprecisa. Existen diferen-
tes enfoques que manejan este tipo de informacion, tales
como, conjuntos difusos [14], conjuntos difusos tipo 2 [3],
teoria de la evidencia [13], etc. En este trabajo nos hemos
centrado en el enfoque lingiiistico difuso [15] que ha pro-
porcionado buenos resultados en problemas de toma de de-
cisiones definidos bajo incertidumbre [1, 12].

Hasta ahora estos enfoques utilizan un unico término lin-
giifstico para valorar alternativas o criterios en problemas
de toma de decisiones. Sin embargo, en algunas situacio-
nes es mas adecuado utilizar mds de una etiqueta lingiiisti-
ca. En la literatura se han presentado algunos enfoques que

intentan evitar esta limitacién y permiten utilizar mas de
un término lingiiistico para valorar alternativas o criterios
[5, 8]. En el contexto cuantitativo cuando suceden estas si-
tuaciones donde los expertos dudan entre varios valores se
ha propuesto el uso de conjuntos difusos dudosos [10].

En esta contribucién introducimos el concepto de Conjunto
de Términos Lingiifsticos Difusos Dudosos (CTLDD) [7],
que nos permitird modelar mdltiples valores lingiiisticos
cuando los expertos duden entre varios de ellos. Median-
te una gramdtica libre de contexto definiremos expresio-
nes lingiifsticas comparativas cercanas al modelo cogniti-
vo de los seres humanos. Estas expresiones serdn represen-
tadas mediante CTLDD vy los expertos las podran utilizar
en problemas de decisién. Una vez introducidas estas he-
rramientas, presentaremos un modelo lingiifstico de toma
de decisiones multicriterio, el cual se divide en tres fases:
(1) Transformacion, las expresiones lingiiisticas comparati-
vas y términos lingiifsticos simples son transformados en
CTLDD, (ii) Agregacion, se calculan las opiniones colecti-
vas para cada alternativa utilizando dos operadores de agre-
gacion simbodlicos, y (iii) Explotacién, a partir de una rela-
cion de preferencia construida mediante la comparacién de
intervalos lingiiisticos obtenidos de las opiniones colecti-
vas, se utiliza un grado de seleccién de no dominancia para
obtener el conjunto solucién de alternativas del problema
de toma de decision.

Este trabajo se estructura como sigue: en la Seccién 2 se in-
troducen brevemente algunos preliminares necesarios. En
la Seccidén 3 se presenta el concepto de CTLDD y se define
la gramatica libre de contexto que genera las expresiones
lingiifsticas comparativas. En la Seccién 4 se propone un
modelo lingiifstico de toma de decisiones multicriterio y se
definen dos operadores de agregacién simbdlicos. Ademds
se introduce un ejemplo ilustrativo de dicho modelo, y fi-
nalmente se concluye en la Seccién 5.

2 PRELIMINARES

El modelo de toma de decisiones propuesto en esta con-
tribucion representa las expresiones lingiiisticas mediante
CTLDD. Estos conjuntos estdn basados en el enfoque lin-
giifstico difuso [15] y conjuntos difusos dudosos [10], en



esta seccién revisamos brevemente ambos enfoques.

2.1 ENFOQUE LINGUISTICO DIFUSO

En muchos problemas de toma de decisiones donde la in-
formacién es vaga e imprecisa es mas adecuado el uso de
informacion cualitativa que cuantitativa. En estas situacio-
nes el uso del enfoque lingiiistico difuso [15] ha proporcio-
nado buenos resultados [1, 12], utilizando para ello varia-
bles lingiiisticas [15]. Una variable lingiiistica es una varia-
ble cuyos valores no son nimeros sino palabras o expresio-
nes en lenguaje natural o artificial [15]. Un valor lingiiisti-
CO €s menos preciso que un nimero, pero es mas cercano
al lenguaje natural utilizado por los seres humanos.

Una variable lingiiistica se define segiin Zadeh mediante
una sintaxis y una semdantica. Existen diferentes posibilida-
des para elegir la sintaxis:

e Proporcionar un conjunto de términos distribuidos en
una escala con un orden definido [12]. Por ejemplo,
un conjunto de 7 términos lingiiisticos podria ser:
S ={so: nada,s| : muy bajo,s, : bajo,ss : medio,ss :
alto,ss : muy alto, se : perfecto}

e Definir el conjunto de términos lingiiisticos mediante
una gramadtica libre de contexto [2, 15].

Para definir la semantica también existen diferentes formas:

e Una semadntica basada en funciones de pertenencia y
una regla semdntica [2].

e Una semantica basada en una estructura ordenada del
conjunto de términos lingiiisticos [9, 12].

e Una semdntica que utiliza elementos de las definicio-
nes anteriores [4].

En esta contribucién trabajaremos con un conjunto orde-
nado de términos lingiiisticos que requiere que existan los
operadores de Negacién, Maximo y Minimo.

2.2 CONJUNTOS DIFUSOS DUDOSOS

La definicién de conjunto difuso dudoso fue introducida
por Torra [10] para manejar situaciones de decisién en con-
textos cuantitativos donde los expertos dudan entre diferen-
tes valores para valorar alternativas o criterios. Un conjunto
difuso dudoso se define como

Definicion 1 [10] Sea X un conjunto de referencia, un
conjunto difuso dudoso en X es una funcion h que devuelve
un subconjunto de valores en el intervalo [0,1]:

h:X — P([0,1])

Un conjunto difuso dudoso también puede ser definido en
términos de la unién de sus grados de pertenencia.

Definicion 2 Sea M = {u, o, ..., Uy} un conjunto de n
funciones de pertenencia, el conjunto difuso dudoso aso-
ciado a M, hy, es definido como:

hys = M — P([0,1])

hu(x) = J {p(x)}

neM

Diferentes operaciones de conjuntos difusos dudosos tales
como la unién, interseccién, complemento, etc, pueden ser
encontrados en [10].

3 EXPRESIONES LINGUISTICAS
COMPARATIVAS

Dado que el objetivo que perseguimos en esta contribucion
es la de facilitar la expresién y modelado de preferencias
en problemas de decisién bajo incertidumbre, en esta sec-
cion presentamos la definiciéon de CTLDD. Posteriormen-
te, mostraremos las expresiones lingiiisticas comparativas
que podran ser utilizadas para modelar preferencias, defi-
niremos la gramdtica libre de contexto que las genera, e
introduciremos una funcion para transformar dichas expre-
siones en CTLDD.

3.1 CONJUNTO DE TERMINOS LINGUISTICOS
DIFUSOS DUDOSOS

De forma similar a los conjuntos difusos dudosos [10] don-
de los expertos pueden dudar entre varios valores para valo-
rar una alternativa o criterio, en contextos cualitativos pue-
de suceder que los expertos duden entre varios valores lin-
giifsticos para expresar sus valoraciones. Para manejar estas
situaciones, introducimos el concepto de CTLDD.

Definicion 3 [7] Sea S = {s0,...,5¢} un conjunto de tér-
minos lingiiisticos, un CTLDD, Hg, se define como un sub-
conjunto finito ordenado de términos lingiiisticos consecu-
tivos de S.

Definicion 4 [7] Para obtener el limite superior e inferior
de un CTLDD, Hj, se definen los operadores, upper bound,
Hg+, y lower bound, Hg-:

o Hg =max(si,sj) = s, si s;i > sj; 8;i,8; € Hs

o Hg— =min(s;,s;) = sj, si s5; < 853 8i,5j € Hs
En problemas de toma de decisiones es necesario realizar
comparaciones entre términos lingiiisticos. Por esta razén,

definimos el concepto de envoltura de un CTLDD que nos
permitird comparar dos CTLDD.



Definicion 5 [7] La envoltura de un CTLDD, env(Hy), es
un intervalo lingiiistico cuyos limites son obtenidos me-
diante el limite superior e inferior:

el’lV(HS) = [HS—,HSJr], Hs— <= Hs+

Otras operaciones con CTLDD fueron definidas en [7].

3.2 EXPRESIONES LINGUISTICAS
COMPARATIVAS. GRAMATICA LIBRE DE
CONTEXTO

El objetivo de la definicién del concepto de CTLDD es fa-
cilitar a los expertos la expresioén de sus valoraciones con
expresiones lingiifsticas cuando duden entre varios térmi-
nos lingiifsticos. Estas expresiones lingiiisticas, /I, serdn
generadas mediante una gramadtica libre de contexto, Gy,
y representadas mediante CTLDD. Dicha gramadtica, Gg,
se define como

Definicion 6 [7] Sea Gy una gramdtica libre de contexto
yS={s0,...,85} un conjunto de términos lingiiisticos. Los
elementos de Gy = (Vy,Vr,1, P) son definidos como:

Vv = {{término primario), (término compuesto),

(relacion unaria), (relacion binaria), (conjuncion) }

Vr = {menor que,mayor que,entre,y,so,s1,...,q}
1e€Vy

Las reglas de produccion son definidas mediante la forma
extendida de Backus Naur, en la que la utilizacion de pa-
réntesis indica elementos opcionales y el simbolo | indica
elementos alternativos [2]. Las reglas de produccion para
la gramdtica libre de contexto, Gy, son las siguientes:

P = {I ::= (término primario)|(término compuesto)

(término compuesto) := (relacion unaria)
término primario)|(relacion binaria){término primario)

conjuncion) (término primario)

término primario) ::= so|si|...|sq

relacion unaria) ::= menor que|mayor que
relacion binaria) ::= entre

(
(
(
(
(
(

conjuncion) ::=y}

Dichas expresiones lingiiisticas comparativas, I/, son repre-
sentadas mediante CTLDD utilizando la funcién, Eg,,.

Definicion 7 [7] Sea Eg,, una funcion de transformacion
entre expresiones lingiiisticas, |l € Gy, y CTLDD, Hg, sien-
do S el conjunto de términos lingiiisticos utilizados por Gy :

EGH Il — Hg

Las expresiones lingiiisticas generadas mediante las reglas
de produccién de la gramética libre de contexto, Gy, son
transformadas en CTLDD de diferentes formas:

EGH (Si) = {S,‘/S,' S S}

Eg, (menor que s;) = {s;/s; €Sys; <s;}

Eg, (mayor que s;) = {s;/s; €Sys;>s;}

Eg,(entre s;y s;) = {s¢/sk €Sy si <sp <sj}

4 MODELO LINGUISTICO DE TOMA
DE DECISIONES MULTICRITERIO
CON EXPRESIONES LINGUISTICAS
COMPARATIVAS

Esta seccion presenta un modelo lingiiistico de toma de de-
cisiones multicriterio basado en procesos computacionales
simbdlicos, que permite a los expertos expresar sus valo-
raciones mediante expresiones lingiiisticas comparativas o
términos lingtifsticos simples.

41 PROBLEMA DE TOMA DE DECISION
LINGUISTICO MULTICRITERIO

Un problema de toma de decisién lingiiistico multicri-
terio se define como un conjunto de alternativas X =
{x1,...,%,}, donde cada alternativa se valora mediante un
conjunto de criterios C = {cy,...,cm}, que pueden ser va-
lorados mediante expresiones lingiifsticas comparativas o
términos lingliisticos simples.

Supongamos que tenemos un conjunto de términos lingiiis-
ticos S = {s0,...,5¢}, y una gramdtica libre de contexto
Gy, que genera las expresiones lingiiisticas comparativas,
ll; j, para valorar los criterios, ¢; € C = {c1,...,¢m}, de ca-
da alternativa, x; € X = {x1,...,x,}.

42 MODELO LINGUISTICO DE TOMA DE
DECISIONES MULTICRITERIO

El modelo propuesto en esta contribucién realiza los proce-
sos de computacion con palabras mediante intervalos lin-
giifsticos. Dicho modelo se divide en 3 fases (ver Figura

1):

1. Transformacion de las expresiones lingiiisticas com-
parativas en CTLDD.

Los expertos pueden expresar sus preferencias me-
diante expresiones lingiiisticas comparativas, [l € Gg.
Dichas expresiones son transformadas en CTLDD uti-
lizando la funcién de transformacién Eg,,, (Definicién
7).

Ejemplo: Supongamos un conjunto de alternativas
X = {x1,x,x3} y un conjunto de criterios C =
{c1,c2,¢3} para cada alternativa. Sea S = {so :
nada (n),s; : muy bajo (mb),sy : bajo (b),s3 :
medio (m),s4 : alto (a),ss : muy alto (ma),se :
perfecto (p)} el conjunto de términos lingiifsticos y
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Figura 1: Esquema del modelo lingiiistico de toma de decisiones multicriterio

Gp la gramatica libre de contexto que genera las ex-
presiones lingiifsticas comparativas. En la Tabla 1 se
visualizan las valoraciones proporcionadas para este
problema.

Tabla 1: Valoraciones lingiiisticas del problema de decisién

criterios
1l C1 (6 Cc3
x| | entrembym entreayma a
alt. | xo | entrebym m menor que b
x3 | mayor que a entre mbyb mayor que a

En la Tabla 2 se muestra la transformacion de las ex-
presiones lingiifsticas comparativas en CTLDD.

Tabla 2: Valoraciones transfprmadas en CTLDD
criterios
H; (xi) | a1 c c3
X {mb,b,m} {a,ma} {a}
alt. | x {b,m} {m} {n,mb,b}
X3 {a,ma,p}  {mb,b} {a,ma,p}

2. Agregacion de las valoraciones representadas me-

diante CTLDD.

Una vez que las valoraciones estdn representadas en
CTLDD, se realiza el proceso de agregacion utilizan-
do para ello dos operadores de agregacion simbélicos.
El resultado de la agregacién es un intervalo lingiifsti-
co para cada alternativa que representa la cobertura de
los CTLDD agregados. Los operadores son:

i) Operador min_upper
Este operador de agregacion simbélico para CTLDD

obtiene como resultado el minimo de los términos lin-
giifsticos superiores.

Definicion 8 Sean {Hi(x;)/i € {l,...,n},j €
{1,...,m}} un conjunto de CTLDD y S = {s0,...,5¢}
un conjunto de términos lingiiisticos, el operador
min_upper, HS,L”’ se define como:

Hgo (x) = min{H}.(x;) / j € {1,...m}}, i€
{1,...,n}
Ejemplo: El resultado de utilizar este operador de

agregacion sobre el ejemplo presentado anteriormente
puede verse en la Tabla 3.

Tabla 3: Valoraciones agregadas con, Hg+ ,min_upper

alternativas/Hg+ (x;)
nun

X1

{m}

X3

{b}

X
{p}

ii) Operador max_lower

Este operador devuelve el mdximo de los términos lin-
giifsticos inferiores de los CTLDD.

Definicion 9 Sean {H!(x;)/i € {1,....n},j €
{1,...,m}} un conjunto de CTLDD y S = {sq,...,S¢}
un conjunto de términos lingiiisticos, el operador
max_lower, H, 5 0 5€ define como:

H (x;) :max{H£, (xi) /je{l,...,m}},
ie{l,...,n}

Ejemplo: Si utilizamos este operador de agregacién
sobre el ejemplo ilustrativo, los resultados son los si-
guientes (ver Tabla 4):

Tabla 4: Valoraciones agregadas con, H- , max_lower

alternativas/Hg_ (x;)
X1

{a}

X2

{m}

X3

{a}

iii) A continuacién se construye un intervalo lingiifs-
tico para cada alternativa, H'(x;), utilizando para ello
los términos lingiifsticos obtenidos de los anteriores
operadores de agregacion:

Hya (x1) = max{Hg: (x;)

aHS,;a ()C,‘)}

X



max(0,Ind(Hg, (x;)) — Ind(Hg (x;))) — max(0,Ind(Hg_ (x;)) — Ind (Hg, (x;)))

p,'j:P(x,'>Xj) =

Hy (xi) = min{Hg+ (x;),Hg. (xi)}

H'(x;) = [Hyi (Xi), Hpg ()]
Ejemplo: Los intervalos lingiiisticos de cada alterna-
tiva son mostrados en la Tabla 5:

Tabla 5: Intervalos lingiifsticos para las alternativas
alternativas/H' (x;)
X1 X2 X3

[m,a] | [b,m] | [b,d]

3. Fase de explotacion

Una vez que la informacion lingiifstica ha sido agrega-
da, se realiza la fase de explotacion donde el conjunto
de alternativas es ordenado a partir de los intervalos
lingiifsticos obtenidos, para elegir la mejor alternati-
va. Para ello seguimos los siguientes pasos:

i) Construccion de una relacion de preferencia. Utili-
zando los intervalos lingiifsticos asociados a cada al-
ternativa construimos una relacién de preferencia en-
tre alternativas [6]. Para construir esta relacién de pre-
ferencia adaptamos el método propuesto por Wang et
al.en [11].

Definicion 10 [11] Sean A = [a;,a;] y B = [b1,b3]
dos intervalos lingiiisticos, el grado de preferencia de
A sobre B (0o A > B) se define como:

max(0,ay — by) —max(0,a; — by)
(a2 —ay)+ (by—b1)

P(A>B)=

y el grado de preferencia de B sobre A como:

max(0,by —a;) —max(0,b) —ay)
(a2 —a1)+ (by —b1)

P(B>A) =

Debemos tener en cuenta que P(A < B)+P(B>A) =
1y P(A>B)=PB>A)=0.5 cuando A = B, es
decir, a; = b1 y ay = bs.

Nota: Si los valores de los intervalos son iguales
(a1 = ap,by = by) se comparardn como nimeros en-
teros. Por tanto, si a; > b; entonces P(A > B) = 1,
P(A<B)=0ysia; =bj entonces P(A>B)=P(A<
B)=0.5.

Para poder utilizar esta funcién con intervalos lingiifs-
ticos debemos de adaptarla de la siguiente forma:

Ind(s;) = i,5; € S = {50,...,5¢}

A =[Ind(s;),Ind(s;j)],si < sj

(Ind(Hly (x)) — Ind (Hly_ () — (Ind(Hy (x7)) — Ind (H_(x7)))

ey

B = [Ind(sy),Ind(s;)],sx < s

max(0,Ind (s ;) —Ind(sy)) —max(0,Ind (s;—Ind(s;))

P(A>B) = nd(s;)—Ind(s;))+ (Ind(s;)—Ind(sy))

Por tanto, la relacién de preferencia obtenida es:

- P12 --- Pin

P21 - ... Do
Pp= ) . )
Pnl Pn2 .- -

donde p;; es el grado de preferencia de la alternativa
x; sobre x; y se calcula como indica la Ecuacion (1);

Lje{l,...;n};i# j; Ind(s;) = 1.
i) Aplicacion de un grado de seleccion

Existen diferentes funciones de seleccion para ordenar
alternativas [6]. En este modelo de toma de decisiones
proponemos el uso del grado de seleccion de no do-
minancia, NDD. Esta funcién indica el grado que una
alternativa, x;, no es dominada por las restantes alter-
nativas. Se define como sigue

Definicion 11 [6] Sea P = [p;;] una relacién de pre-
ferencia definida sobre un conjunto de alternativas X.
El grado de no dominancia de la alternativa x;, NDD;,
se obtiene aplicando la siguiente funcion:

NDD; = min{1 - p%;, j # i}

donde pfi =max{pj; — pij,0} representa el grado que
la alternativa x; es estrictamente dominada por x;.

iii) Finalmente, obtenemos el conjunto de alternativas
no dominadas aplicando la siguiente funcién:

XNP = {x;/x; € X,NDD; = maxy;cx{NDD;}}

Ejemplo: Para aplicar la fase de explotacién al ejemplo que
estamos desarrollando seguimos los siguientes pasos:

1) Obtenemos los grados de preferencia utilizando la defi-
nicién propuesta por Wang et al. [11].

— 1 0.667
Pp= 0 - 0333
0.333 0.667 —

ii) Calculamos la relacién de preferencia estricta, P, y
aplicamos el grado de no dominancia para cada alternati-
va:



- 1 0334
=10 - 0
0 033 —

NDD| =min{(1-0),1-0)} =1
NDD; = min{(1—1),(1-0.334)} =0
NDD3; = min{1 —0.334),(1—0)} = 0.664

iii) Finalmente obtenemos el conjunto solucién de alterna-
tivas:

XND = {xl}

5 Conclusiones

El objetivo de esta contribucion es facilitar la expresividad
y modelado de preferencias en problemas de decision ba-
jo incertidumbre. Para ello ha sido introducido el concepto
de CTLDD que permite modelar expresiones lingiiisticas
comparativas similares a las expresiones utilizadas por los
seres humanos mediante una gramatica libre de contexto.
Finalmente, un modelo lingiiistico de toma de decisiones
multicriterio que utiliza dichas expresiones lingiiisticas, y
realiza los procesos de computacién mediante intervalos
lingiifsticos ha sido presentado.
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