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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Motivacion

Al comenzar mi investigacién, empecé a colaborar con el profesor Da Ruan
en el problema de evaluacién de riesgo nuclear (nuclear safeguards evaluation),
estudiando modelos de decisién lingiiisticos para tratar la incertidumbre.

La Fvaluacion de Riesgo Nuclear consiste en un conjunto de actividades de las
que se encarga la Agencia de Energia Atomica Internacional (IAEA), para verificar
que un pais no esta desarrollando armas o actividades nucleares no autorizadas.
El control de riesgo nuclear se basa en la evaluacién que realiza la IAEA para
detectar tales actividades, utilizando para ello diferentes fuentes de informacién.

Para llevar a cabo dicha evaluacién, la IAEA ha desarrollado un Modelo Fisico
[77] basado en una estructura jerarquica que permite incluir todas las actividades
que podrian estar implicadas en el desarrollo de armas nucleares, que van desde
indicadores basicos a factores complejos, sintetizados a partir de los indicadores,
que indican el desarrollo de actividades nucleares (ver Fig. 1.1).

Los inspectores de la TAEA evaltian los indicadores basandose en sus anélisis
y conocimientos segun las diferentes fuentes de informacion disponibles que suelen
ser vagas e imprecisas. Inicialmente, el problema de la evaluacion de riesgo nuclear
era el tratamiento de dicha incertidumbre que fue satisfactoriamente resuelto en
[94, 95] mediante modelos de evaluacién basados en el Enfoque Lingiifstico Difuso
[175, 176, 177].

Posteriormente, el foco de atencién fue desplazado a mejorar los resultados del
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6 1.2. Objetivos

Global

Factor 1 Factor 2 Factor3 ... Factorz —— Nivel1

Sub-factor 1 Sub-factor 2 Sub-factor3 ... Sub-factory —— Nivel2

Indicador 1 Indicador 2 Indicador 3 ... Indicadorx —> Nivel 3

Figura 1.1: Estructura de la evaluacién global

proceso de evaluacién cuando aparecian valores perdidos en la evaluacion. Esta
es una situacién habitual por la complejidad, la gran cantidad de indicadores a
evaluar y la imprecision de la informacién que forma parte del problema. Por tanto,
inicialmente mi estudio se dirigié al tratamiento de valores perdidos mediante
modelos de filtrado colaborativo [19, 61]. El tratamiento de dichos valores perdidos
dieron algunos resultados, pero no eran satisfactorios porque no se podian justificar
los valores obtenidos de una forma verosimil.

El siguiente planteamiento para manejar la aparicién de valores perdidos en si-
tuaciones de duda fue estudiar como mejorar la elicitacion de informacion lingtiisti-
ca de los expertos, cuando dudaban entre varios términos lingiiisticos para pro-
porcionar sus valoraciones. El profesor Da Ruan, habia propuesto un modelo
lingiiistico inicial [100] que generaba expresiones mas flexibles que simples térmi-
nos lingtifsticos para que los expertos expresen sus preferencias, pero dicho modelo
no se adaptaba al modelo cognitivo de los seres humanos. Por tanto, el principal
objetivo de mi investigacion se centré en mejorar la flexibilidad de los modelos
lingiiisticos para facilitar a los expertos la expresion de sus preferencias mediante
términos complejos que se asemejen a su vocabulario habitual, no solo en el proble-
ma de evaluacion de riesgo nuclear, sino en cualquier problema de decisién donde

los expertos duden entre varios términos lingiiisticos para expresar sus preferencias.

1.2. Objetivos

El interés principal de esta memoria se centra en mejorar la flexibilidad de la
elicitacién de la informacién lingiiistica en problemas de toma de decisiones bajo

incertidumbre. Para ello nos planteamos los siguientes objetivos:
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= Estudiar los modelos lingiiisticos més utilizados en toma de decisiones, ana-

lizando su representacién y procesos de computacion.

= De los distintos modelos lingiiisticos realizar un estudio comparativo entre los
modelos simbdlicos que son de interés para nuestra investigacién, analizando

su uso en situaciones de toma de decisiones con alto grado de incertidumbre.

= Definir un nuevo modelo de representacién de informacién lingiiistica, que
denominaremos Conjunto de Términos Lingiisticos Difusos Dudosos, que
permita expresar a los expertos sus preferencias con mas de un término
lingiiistico mediante expresiones lingiiisticas comparativas en aquellas situa-
ciones de decisién donde hay un alto grado de incertidumbre, y el uso de un

Unico término lingiiistico no es adecuado a su conocimiento.

» Definir un modelo lingiiistico computacional que opere con Conjuntos de
Términos Lingiiisticos Difusos Dudosos y obtenga resultados lingiiisticos

facilmente comprensibles.

= Proponer modelos de toma de decisiones en grupo, toma de decisiones mul-
ticriterio y toma de decisiones multicriterio multiexperto, donde los expertos
puedan expresar sus preferencias mediante expresiones lingliisticas compara-
tivas. Para ello, se definen los operadores y procesos necesarios que permitan

manejar este tipo de informacion.

= Mostrar el uso de los Conjuntos de Términos Lingiiisticos Difusos Dudosos

en un problema de toma de decisién real.

= Introducir el uso de Conjuntos de Términos Lingiiisticos Difusos Dudosos
en el sistema de apoyo a la toma de decisiones con informacion lingliistica
MCDACW (Multicriteria Decision Analysis with Computing with Words),

asi como los modelos propuestos en esta investigacion.

1.3. Estructura

Para alcanzar los objetivos mencionados previamente, esta memoria se estruc-

tura en los siguientes capitulos:




1.3. Estructura

= Capitulo 2: En €l se presenta una revisién del Enfoque Lingiiistico Difuso y
de toma de decisiones con informacién lingiiistica. A continuacion se revisan
diferentes modelos lingiiisticos ampliamente utilizados en toma de decisiones
lingiiistica, prestando atencién tanto a su representacién linglistica como
al modelo computacional de cada uno de ellos. Finalmente, se presenta un
anélisis comparativo de dichos modelos lingiiisticos, centrandonos en los mo-
delos computacionales simbdlicos, que son los modelos de mayor interés para

nuestra investigacion.

= Capitulo 3: Este capitulo se centra en la necesidad de modelar situaciones
de decisién con alto grado de incertidumbre donde los expertos dudan en-
tre varios valores para expresar sus preferencias. En primer lugar se revisan
modelos cuantitativos que han abordado estas situaciones. Y a continua-
cién se define un nuevo modelo de representacion de informacién lingiiisti-
ca denominado Conjuntos de Términos Lingiiisticos Difusos Dudosos que
permite manejar multiples términos lingiiisticos en la expresién de preferen-
cias mediante el uso de expresiones lingiiisticas comparativas generadas por
gramaticas libres de contexto. Ademads, se presentan algunas propiedades de
los Conjuntos de Términos Lingiiisticos Difusos Dudosos y operadores para

realizar procesos de computacién con palabras con este tipo de informacién.

= Capitulo 4: Aqui se presentan dos nuevos modelos lingiiisticos de toma de
decisiones en grupo con expresiones lingiifsticas comparativas en los que se
definen las herramientas matematicas y procesos necesarios para resolver

dichos problemas de toma de decisiéon en grupo.

= Capitulo 5: En este capitulo se proponen dos modelos novedosos de toma
de decisiones multicriterio con expresiones lingiiisticas comparativas. Para
ello se definen los operadores y procesos necesarios para resolver este tipo de
problemas de toma de decisiones. Posteriormente, para finalizar el capitulo,
se define un nuevo modelo de toma de decisiones multicriterio multiexperto

con expresiones lingiiisticas comparativas.

» Capitulo 6: Presenta un problema de evaluacién de riesgo nuclear (nuclear
safeguards) y se resuelve aplicando el modelo de toma de decisiones multi-

criterio multiexperto definido en el capitulo anterior.
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s Capitulo 7: Muestra el uso de Conjuntos de Términos Lingiiisticos Difusos
Dudosos y de los modelos de toma de decisiones presentados en esta memoria

en un sistema de apoyo a la toma de decisiones lingiiistica, MCDACW.

» Capitulo 8: Se senalan las conclusiones y resultados mas relevantes obtenidos
en la investigacién realizada, asi como las futuras lineas de investigacion
a seguir. Finalmente, se muestran las publicaciones obtenidas durante el

desarrollo de esta investigacion.

Por ultimo, se anade un anexo que presenta un resumen en inglés de la

memoria, para obtener la mencién internacional de doctorado.

La memoria concluye con una recopilacién bibliografica de las contribuciones

mas destacadas de la materia estudiada.
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Capitulo 2

Toma de Decisiones Lingiiistica
bajo Incertidumbre. Modelos

Lingiisticos Computacionales

El interés de esta memoria de investigacién se centra en mejorar la elicitacién
de informacién lingiifstica en toma de decisiones bajo incertidumbre, donde la
informacién es vaga e imprecisa. En estas situaciones no es adecuado el uso de los
modelos deterministicos ni probabilisticos proporcionados por la Teoria Cldsica
de la Decision. Para tratar y manejar este tipo de informacién, se ha mostrado
adecuado el uso del Enfoque Lingiiistico Difuso [175, 176, 177], ya que mejora la
fiabilidad y flexibilidad [110].

En este capitulo, revisamos el Enfoque Lingiiistico Difuso como base para mejo-
rar la elicitaciéon de informacién lingiiistica y distintos modelos lingiiisticos utiliza-
dos en toma de decisiones, prestando atenciéon tanto a su representacion lingliisti-
ca como a su modelo computacional. Finalmente, nos centraremos en los modelos
computacionales simboélicos que son de mayor interés para nuestra investigacién
realizando un andlisis comparativo en el que se estudian diferentes caracteristicas

tales como: la representacién de la informacion, su precisién e interpretabilidad.

11
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2.1. Fundamentos sobre Légica Difusa y Enfoque Lingiiisti-

co Difuso

En esta seccién se revisan conceptos basicos de la teoria de conjuntos difusos
necesarios para manejar informacién lingiiistica bajo el Enfoque Lingiiistico Difuso,
que sera el enfoque de representacién de la informacién lingiiistica utilizado en esta

memoria de investigacion.

2.1.1. Conceptos Basicos sobre Loégica Difusa

La Teoria de los Conjuntos Difusos propuesta por L. Zadeh en la década de los
sesenta [174], se centra en modelar aquellos problemas donde los enfoques clésicos
de la Teoria de Conjuntos y la Teoria de Probabilidades resultan insuficientes o no
operativos. Para ello, dicha teoria generaliza el concepto de conjunto clasico para
introducir el concepto de conjunto difuso, como aquel conjunto cuya frontera no
es precisa. Los conjuntos difusos surgen como una nueva forma de representar la
incertidumbre e imprecisién [86, 185]. A lo largo del tiempo, muchos investigadores
han prestado especial atencidon en sus investigaciones a la Teoria de Conjuntos

Difusos y la han aplicado en dos vertientes principales:

» Como una teoria matematica formal [74], generalizando la Teoria de Conjun-
tos y la Loégica Multivaluada, que ha ampliado los conceptos e ideas de otras
areas de la matemética como el Algebra, la Teoria de Grafos, etc., aplicando

conceptos de la Teoria de Conjuntos Difusos a dichas areas.

= Como una herramienta que puede utilizarse en muchas situaciones del mundo
real en las que aparece incertidumbre (imprecisién, vaguedad, inconsistencia,
etc). Debido a la generalidad de esta Teoria, ésta se adapta con facilidad a
diferentes contextos y problemas, tales como, Teoria de Sistemas [17, 124],
Teoria de la Decisién [51, 56], Bases de Datos [15, 101}, etc. Esto implica
adaptar los conceptos originales de la Teoria de los Conjuntos Difusos a los

diferentes contextos en los que se esté trabajando.

En esta memoria de investigacién nos centramos en la segunda vertiente, donde
utilizaremos la Teoria de Conjuntos Difusos en problemas de toma de decisiones

bajo incertidumbre.
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A continuacién se introducen una serie de conceptos bésicos de la Teoria de
Conjuntos Difusos para poder entender facilmente las definiciones y procesos pre-

sentados a lo largo de esta memoria.

2.1.1.1. Conjuntos Difusos y Funcién de Pertenencia

La nocién de conjunto refleja la tendencia a organizar, resumir y generalizar
el conocimiento sobre los objetos del mundo real. El encapsulamiento de los ob-
jetos es una coleccién cuyos miembros comparten una serie de caracteristicas que
implican la nocién de conjunto. Los conjuntos introducen una nocién fundamental
de dicotomia. En esencia, cualquier proceso de dicotomizacion es una clasificacién
binaria: aceptar o rechazar que un objeto pertenezca a una categoria determinada.
Normalmente, la decision de aceptar se nota por “1” y la de rechazar por “0”.
Por tanto, una decisién de clasificacion puede expresarse a través de una funcién

caracteristica.

Definiciéon 1 Sea A un conjunto en el universo X, la funcion caracteristica aso-

ciada a A, A(z),z € X, se define como:

1, sizeA

AW =V 0 sieea

La funcién A : X — {0,1} tiene una restriccién con un limite bien defini-
do sobre los objetos del universo X que pueden ser asignados al conjunto A. El
concepto de conjunto difuso lo que hace es suavizar este requerimiento y admitir
valores intermedios en la funcién caracteristica, que pasa a denominarse funcion
de pertenencia.

Esto permite una interpretacién mas realista de las categorias que describen
los objetos del mundo real que no tienen unos limites claros y bien definidos,
como por ejemplo, buen sabor, persona joven, coche potente, vestido codmodo, etc.
(las palabras en itélica indican fuente de imprecisién). Si un objeto pertenece a
una categoria con un grado que puede ser expresado mediante un niimero real en
el intervalo [0, 1], cuanto més cercano a 1 sea el grado, mayor seréd el grado de
pertenencia a la categoria determinada, y cuanto méas cercano a 0, menor serd el
grado de pertenencia a dicha categoria.

Por tanto, un conjunto difuso puede definirse como una colecciéon de objetos

con valores de pertenencia entre 0 y 1. Los valores de pertenencia expresan los
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grados con los que cada objeto es compatible con las propiedades o caracteristicas
distintivas de la coleccién. Formalmente podemos definir un conjunto difuso de la

siguiente forma.

Definicién 2 [174]. Un conjunto difuso A sobre X estd caracterizado por una
funcion de pertenencia que transforma los elementos de un dominio o universo del

discurso X en el intervalo [0, 1].
pis X —[0,1]

Asi, un conjunto A en X puede representarse como un conjunto de pares or-

denados de un elemento genérico x, 2 € X y su grado de pertenencia y ;(x):

A= {(z,n5(x))/ x € X, pz(x) € [0,1]}

Por tanto, podemos observar que un conjunto difuso es una generalizacién del

concepto de conjunto clasico cuya funcién de pertenencia toma sélo dos valores

{0,1}.

Ejemplo 1 Consideremos el concepto “persona alta”, en un contexto donde la
altura oscila en el intervalo [0,200] centimetros. Claramente una persona cuya
altura sea mayor o igual a 180cm se puede considerar una persona alta y se le
asignard un valor de 1 a su grado de pertenencia al conjunto difuso de personas
altas. Una persona cuya altura sea igual o inferior a 150cm no puede considerarse
como una persona alta, y de ahi que se le asigne un valor 0 al grado de pertenencia
al conjunto difuso de persona alta. La cuantificacion del resto de valores puede
realizarse mediante una funcion de pertenencia p; : U — [0,1] que caracteriza el

conjunto difuso L de personas altas en el universo U = [0, 200].

0 x < 150
pi(r) =4 2550 150 <z < 180
1 z > 180.

Los conjuntos difusos pueden ser definidos sobre universos finitos o infinitos
usando distintas notaciones. Si un universo X es discreto y finito, con cardinalidad
n, el conjunto difuso puede expresarse con un vector n-dimensional cuyos valores

son los grados de pertenencia de los correspondientes elementos de X. Por ejemplo,
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si X = {x1,...,2,} entonces un conjunto difuso A = {(a;/z;)|z; € X}, donde

a; = pz(x;), i = {1,...,n}, puede notarse por [86]:

n

A= ay/z1 + ag/xo + ...+ an/xn = Zai/xi
i=1

Cuando el universo X es continuo, para representar un conjunto difuso usamos

A:/xa/x

donde a = p3(x) y la integral deberfa ser interpretada de la misma forma que el

la siguiente expresion:

sumatorio en el universo finito.
A continuacién introducimos otros conceptos basicos a la hora de trabajar con
conjuntos difusos, como son el soporte, el nicleo y el a-corte de un conjunto

difuso.

Definicién 3 El soporte de un conjunto difuso A, Soporte(fl), es el conjunto de
todos los elementos de x € X, tales que, el grado de pertenencia sea mayor que

cero:.

Soporte(A) = {x € X| pz(x) > 0}

Definicién 4 El nicleo de un conjunto difuso A, Nlicleo([l), es el conjunto de

todos los elementos de x € X, tales que el grado de pertenencia es igual a 1.

Nucleo(A) = {z € X| pz(x) =1}

En muchas ocasiones puede ser interesante conocer no sélo los elementos que
pertenecen en algin grado al conjunto difuso, sino también conocer el conjunto
de aquellos elementos que lo hacen con un valor al menos igual o mayor que un

determinado umbral «. Estos conjuntos se denominan a-cortes.

Definicién 5 Sea A un conjunto difuso sobre el universo X y dado un nimero
a € [0,1], se define el a-corte sobre A, *A, como un conjunto cldsico que contiene
todos los valores del universo X cuya funcidén de pertenencia en A sea mayor o
igual al valor a:

A = {z € X|uz(a) = a}
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2.1.1.2. Tipos de Funciones de Pertenencia

La funcién de pertenencia no es una funcién trivial como en los conjuntos
clasicos, por lo que hay que definirla. En principio, cualquier forma de la funcién
p i X — [0,1], describe una funcién de pertenencia asociada a un conjunto di-
fuso A que depende no sélo del concepto que representa, sino también del contexto
en el que se usa. Estas funciones pueden tener diferentes representaciones graficas
(ver Figura 2.1), y pueden tener algunas propiedades especificas (ej., continuidad).
A veces, la semantica de los conjuntos difusos no es muy sensible a variaciones en

la forma, y es conveniente el uso de funciones simples.

A
1

b

0 > 0 > >
a c a b d c m
Funcién de pertenencia Funcién de pertenencia Funcién de pertenencia
triangular trapezoidal gaussiana

Figura 2.1: Representaciones gréaficas de funciones de pertenencia

Los conjuntos difusos suelen representarse con familias de funciones paramétri-

cas. Las mas comunes son las siguientes:

1. Funcién triangular

0 stx<a

=2 s x € (a,b]
pi(z)=q o

5 siz € (bc)

0 st x> c,

donde b es el punto modal de la funcién triangular, con a y ¢ siendo los limites

inferior y superior respectivamente, para los valores no nulos de p ;(x).
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2. Funcion trapezoidal

0 stx<a
i six € (a,b]

pilr) =41 si x € (b,d]
= sixze(dc)
0 st T > c,

donde b y d indican el intervalo dénde la funciéon de pertenencia vale 1.

3. Funcion Gaussiana
A(z) = e_k(gg_m)Q,

donde £ > 0.

2.1.1.3. Principio de Extensién

El Principio de Extension es un concepto basico de la Teoria de Conjuntos
Difusos utilizado para generalizar conceptos matematicos no difusos a conjuntos
difusos. A lo largo del tiempo han aparecido diferentes formulaciones de este con-

cepto [43, 86] que se puede definir como:

Definicién 6 [86] Sea X el producto cartesiano de los universos X1, ..., X, y sean
Ay, ..., Ay, v conjuntos difusos en X1, ..., X, respectivamente. Sea f una funcién
definida desde el universo X, (X = X1x...xX,), al universoY,y = f(x1,...,2,).
El Principio de Eztension nos permite definir un conjunto difuso B en'Y , a partir
de los conjuntos difusos Ai, ..., A, representando su imagen a partir de la funcién

f, de acuerdo a la siguiente expresion,

B={(y,upW)/y = f(x1,...,2), (x1,...,2,) € X}

#B(y) — { Sup(xlv---a$r)6f71(y) mZ’fl{/,LA1 (x1)7 s 7/’1'147. (.7}7')}, st fﬁl(y) = @ (21)

0, en otro caso
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donde

SUD,ep-1() L (), si [N y) =0
o= { S o 1
0, en otro caso

2.1.1.4. Numero Difuso

Entre los distintos tipos de conjuntos difusos, tienen un especial significado

aquellos que estan definidos sobre el conjunto de los niimeros reales, R:

A:R —[0,1]

Bajo ciertas condiciones estos conjuntos difusos pueden ser vistos como “nimeros
difusos” o “intervalos difusos”, definiéndose el concepto de nuimero difuso como
sigue [43, 86]:

Definicién 7 [86] Un niamero difuso A es un subconjunto de R que verifica las

stguientes propiedades:

1. La funcion de pertenencia es convexa

Ve,y € R VA€ (0,1, pi(Ae + (1= Ny) > minfp(2), pz(y)}
2. Para cualquier a € (0,1], “A debe ser un intervalo cerrado
3. El soporte de A debe ser finito

4. A estd normalizado,

supspiz() = 1

2.1.2. Enfoque Lingiiistico Difuso

Los problemas presentes en el mundo real presentan atributos que pueden ser de
distinta naturaleza. Cuando dichos atributos son de naturaleza cuantitativa, éstos
se valoran facilmente utilizando valores numéricos. Sin embargo, cuando se trabaja
con informacién vaga e imprecisa o cuando la naturaleza de tales atributos no es
cuantitativa sino cualitativa, no es habitual utilizar un modelado de preferencias
preciso. En estos casos, se ha mostrado adecuado el uso del modelado lingiiistico,

ya que mejora la fiabilidad y flexibilidad [110]. Este tipo de atributos suele aparecer
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frecuentemente en problemas en los que se pretende evaluar fenémenos relacionados
con percepciones y sensaciones de los seres humanos (diseno, diversién, gusto,
amistad, etc.). En estos casos, se suelen utilizar palabras del lenguaje natural
(bonito, feo, dulce, amargo, simpéatico, mucho, poco, seguro, cémodo, etc, ...) en
lugar de valores numéricos para emitir tales valoraciones. Tal y como se indica en
[22, 178], el uso de un modelado lingiiistico de preferencias puede deberse a varias

razones:

» La informacién disponible con la que trabajan los expertos es demasiado

vaga o imprecisa para ser valorada utilizando valores numeéricos precisos.

s Informacién cuantitativa que no puede medirse porque no estan disponibles
los elementos necesarios para llevar a cabo una medicién exacta o porque
el coste de su medicién es muy elevado. En este caso, el uso de un valor
aproximado que permita reflejar los distintos valores del problema puede
ser adecuado. Por ejemplo, imaginemos una situacién en la que se pretende
evaluar la wvelocidad de un coche y no disponemos de un velocimetro, sir-
viéndonos tan solo de nuestras percepciones. Entonces, en lugar de valores
numéricos, podemos utilizar términos lingiiisticos como, rdpido, muy rdpido,

lento, etc., para medir la velocidad.

En la literatura existen diferentes enfoques para modelar la informacién lingiiisti-
ca [88, 113, 114, 160, 175, 176, 177]. En esta memoria utilizaremos el Enfoque
Lingiiistico Difuso, ya que proporciona un método directo para modelar dicha
informacién lingiiistica mediante el uso de variables lingiiisticas, cuyo dominio
de expresion son términos lingiiisticos o frases del lenguaje natural o artificial
[175, 176, 177].

El Enfoque Lingtiistico Difuso es un enfoque aproximado que tiene como base
tedrica para su desarrollo la Teoria de Conjuntos Difusos, y se muestra como una
técnica para valorar aspectos de naturaleza cualitativa [3, 5, 11, 31, 33, 65, 166].

Una variable lingiifstica se caracteriza por un wvalor sintdctico o etiqueta y por
un valor semdntico o significado. La etiqueta es una palabra que pertenece a un
conjunto de términos lingiiisticos y el significado de dicha etiqueta viene dado por
un subconjunto difuso en un universo del discurso. Dado que las palabras son menos

precisas que los nimeros, el concepto de variable lingliistica parece ser adecuado
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para caracterizar objetos que son demasiados complejos, o estdn mal definidos, para
poder ser evaluados mediante valores numéricos precisos. Una variable lingiiistica

en el Enfoque Lingiiistico Difuso es definida como sigue:

Definicién 8 [175]. Una variable lingiiistica se caracteriza por una quintupla

(H,T(H),U,G,M), donde H es el nombre de la variable; T(H) (o0 sdlo T) simboliza el
conjunto de términos de H, es decir, el conjunto de nombres de valores linguisticos
de H, donde cada valor es una variable difusa notada genéricamente como X y
que varia a lo largo del universo del discurso U, el cudl estd asociado con una
variable base llamada u; G es una regla sintdctica (que normalmente toma forma
de gramdtica) para generar los nombres de los valores de H; y M es una regla
semdntica para asociar significado M(X), a cada elemento de H, el cual es un

conjunto difuso de U.

Para resolver cualquier problema desde el punto de vista del Enfoque Lingtiisti-

co Difuso es necesario llevar a cabo dos operaciones basicas y fundamentales:

» Eleccién de un adecuado conjunto de términos lingtiisticos, T(H).

» Definicién de la seméantica asociada a cada término lingtiistico.

Ambas operaciones se describen a continuacién.

2.1.2.1. Eleccién del Conjunto de Términos Lingiiisticos

El objetivo de establecer los descriptores lingiiisticos de una variable lingtiistica,
es proporcionar a una fuente de informaciéon un ndmero reducido de términos
con los cuédles se pueda expresar con facilidad su informacién y/o conocimiento.
Para cumplimentar este objetivo hay que analizar un aspecto muy importante, tal
y como es, la granularidad de la incertidumbre [12], esto es, la cardinalidad del
conjunto de términos lingiiisticos usado para expresar la informacién. Se dice que

un conjunto de términos lingiiisticos tiene:

= Una granularidad baja o un tamano de grano grueso cuando la cardinalidad
del conjunto de términos lingiiistico es pequeno. Esto significa que el domi-
nio estd poco particionado y que existen pocos niveles de distincién de la

incertidumbre, produciéndose una pérdida de expresividad.
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= Una granularidad alta o un tamafio de grano fino cuando la cardinalidad
del conjunto de términos lingiiisticos es alto. Esta granularidad es adecuada
cuando el conocimiento de los expertos sobre la variable a valorar es alto.
Sin embargo, cuando los expertos tienen un grado de conocimiento bajo,
este tipo de granularidad puede resultar complejo, ya que los expertos no
serian capaces de discriminar y seleccionar qué etiqueta representa mejor su

valoracion.

La cardinalidad de un conjunto de términos lingiiisticos no debe ser demasia-
do pequefia como para imponer una restriccién de precisién a la informacién que
quiere expresar cada fuente de informacion, y debe ser lo suficientemente grande
para permitir hacer una discriminacién de las valoraciones en un nimero limita-
do de grados. Valores tipicos de cardinalidad usados en modelos lingiiisticos son
valores impares, tales como 7 é 9, donde el término medio representa una valo-
racion de aprozimadamente 0.5. El resto de los términos se distribuyen alrededor
de éste [12]. Estos valores clasicos de cardinalidad parecen estar dentro de la linea
de observacién de Miller [115] sobre la capacidad humana en la que se indica que
se pueden manejar razonablemente y recordar alrededor de siete o nueve términos
diferentes.

Una vez establecida la cardinalidad es necesario establecer un mecanismo pa-
ra generar los descriptores lingiiisticos. Existen varios enfoques [14, 143, 166]. A

continuacién se introduce un enfoque que se utilizard en esta memoria.

Enfoque basado en Términos Primarios con una Estructura Ordenada

Este enfoque consiste en asignar directamente un conjunto de términos lingtiisti-
cos distribuidos sobre una escala con un orden total definido [13, 65, 166]. Por ejem-
plo, consideremos el siguiente conjunto de siete etiquetas T(H) = {N, M B, B, M, A,
MA, P}:

so=N = Nada s;=MB = Muy Bajo
sg =B = Bajo s3=M = Medio
s =A=Alto s5=MA= Muy Alto sg =P = Perfecto
donde s; < s; siy sblo sii < j.
Normalmente en estos casos es necesario que los términos lingliisticos satisfagan

las siguientes condiciones [165]:




22 2.1. Fundamentos sobre Légica Difusa y Enfoque Lingiiistico Difuso

1. Existe un operador de negacién, por ejemplo, Neg(s;) = s; tal que j = g — 1,

siendo (g + 1) la cardinalidad del conjunto de términos lingiiisticos S.
2. Tiene un operador de maximizacién: max(s;, sj) = s; si 5; < s;.

3. Tiene un operador de minimizacién: min(s;, s;) = s; si s; > s;.

2.1.2.2. Definicién de la Semantica del Conjunto de Términos Lingiiisti-

COs

En la literatura existen varios enfoques para definir la semantica del conjunto de
etiquetas lingiiisticas [13, 143], siendo uno de los mas utilizados el enfoque basado
en funciones de pertenencia [12, 14, 33, 142|. Este enfoque define la semantica del
conjunto de términos lingiiisticos utilizando nimeros difusos en el intervalo [0,1]
donde cada ntimero difuso es descrito mediante una funcién de pertenencia.

Un método eficiente desde un punto de vista computacional para caracterizar
un ntmero difuso es usar una representacion basada en pardmetros de su funcién
de pertenencia [11, 32, 35, 36]. Debido a que las valoraciones lingiiisticas dadas por
las fuentes de informacion son aproximaciones, algunos autores consideran que las
funciones de pertenencia paramétricas trapezoidales son lo suficientemente buenas
para representar la vaguedad de dichas valoraciones lingiiisticas [35, 36]. Esta re-
presentacién paramétrica se expresa usando una 4-tupla (a,b,d,c). Los pardmetros
b y d indican el intervalo en el que la funcién de pertenencia vale 1; mientras que
a y c indican los extremos izquierdo y derecho de la funcién de pertenencia [11].

En la Figura 2.2 se muestra la seméntica de una variable lingiiistica que evalia
la altura de una persona, utilizando ntimeros difusos definidos por funciones de

pertenencia trapezoidales.
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Medio Alto Muy Alto

1.7 175 2

Figura 2.2: Definicién seméantica de la variable lingiiistica altura utilizando funcio-

nes trapezoidales

Un caso particular de este tipo de funciones de pertenencia son las funciones
de pertenencia triangulares, en las que b = d, por lo que se representan mediante
una 3-tupla (a,b,c), donde b es el valor donde la funcién de pertenencia vale 1,
mientras que a y ¢ indican los extremos izquierdo y derecho de la funcién. La
Figura 2.3 muestra el mismo conjunto anterior pero representado con funciones de

pertenencia triangulares.

Muy Bajo Bajo Medio Alto Muy Alto
1

0 1.5 1.65 1.8 2

Figura 2.3: Definicién semantica de la variable lingiiistica altura utilizando funcio-

nes triangulares

Otros autores utilizan otros tipos de funciones de pertenencia como por ejem-
plo, funciones Gaussianas [14].

Este enfoque implica establecer las funciones de pertenencia asociadas a cada
etiqueta. Esta tarea presenta el problema de determinar los pardmetros segtiin los

puntos de vista de todas las fuentes de informacion. En la realidad, es dificil que
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todas las fuentes de informacion propongan exactamente las mismas funciones de
pertenencia asociadas a los términos lingiiisticos, debido a que cada una de ellas
puede interpretar de forma parecida, pero a la vez diferente, el mismo concepto.
Por ejemplo, dos percepciones muy cercanas pero diferentes de la evaluacion del

concepto muy alto pueden verse en la Figura 2.4.

1 Alto Muy Alto ] Alto Muy Alto

0 1.8 2 0 1.7 2

Figura 2.4: Diferentes distribuciones para el concepto muy alto

Por tanto, pueden darse situaciones de términos lingtiisticos con una sintaxis
similar y diferente seméntica [65]. Ademéds, no siempre es posible para las fuentes
de informacién definir un conjunto difuso para cada etiqueta, porque requiera un
exceso de precisién que la fuente de informacién no es capaz de proporcionar. Por
ello, en muchas ocasiones consideraremos entornos donde las fuentes de informacion
pueden discriminar sin problemas el mismo conjunto de términos lingiiisticos bajo
una concepcion parecida, teniendo en cuenta que el concepto de variable lingiiistica
sirve para expresar una medida de una caracterizaciéon aproximada de informacién

para una preferencia imprecisa.

2.2. Toma de Decisiones Lingiiistica

En esta seccion se introducen conceptos bésicos y un esquema general de reso-
lucién de un problema de toma de decisiones y se extiende al uso de informacién
lingiiistica. Posteriormente se revisan los modelos lingiiisticos computacionales més

utilizados en toma de decisiones lingiiistica.
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2.2.1. Toma de Decisiones

La Toma de Decisiones es sin duda una de las actividades fundamentales de los
humanos, ya que constantemente nos enfrentamos a situaciones en las que existen
varias alternativas y tenemos que decidir cual es mejor, o cudl llevar a cabo.

La Toma de Decisiones es un area que se aplica en distintas disciplinas y con-
textos del mundo real, tales como evaluacién [28], inversién [58], seleccién [85],
planificacién [183], etc. Esta amplia gama de campos de aplicacién tiene como
consecuencia la existencia de diferentes modelos de Toma de Decisiones que han
dado lugar a la Teoria de la Decisién.

Un problema clasico de decision tiene los siguientes elementos basicos:

= Un conjunto de alternativas o posibles decisiones.
= Un conjunto de estados de la naturaleza que definen el contexto del problema.

= Un conjunto de valores de utilidad, cada uno de los cuales estd asociado a

un par formado por una alternativa y un estado de la naturaleza.

= Una funcién que establece las preferencias del experto sobre los posibles

resultados.

Ante la gran variedad de situaciones o problemas de decisiéon que se pueden
presentar en la vida real, la Teoria de Decision ha establecido una serie de criterios

que permiten clasificar los problemas atendiendo a diferentes puntos de vista:

= Segln el nimero de criterios o atributos que se han de valorar en la toma
de decisiones. Existen problemas de decisién que implican una “optimiza-
cién simple” de las alternativas de acuerdo a un tnico criterio, mientras que
otros problemas implican una “optimizacién multiple” de acuerdo a varios

criterios, habldndose de Toma de Decisiones Multicriterio.

= Segln el nimero de expertos que participan en el proceso de decisién. En
caso de que en el problema de decisiéon sdlo participe un tnico experto ha-
blamos de Toma de Decisiones Individual, y en caso de participar varios
expertos hablamos de Toma de Decisiones Multiexperto o Toma de decisio-

nes en Grupo.
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En esta memoria de investigacion nos centraremos en problemas de decisién
con multiples expertos y/o con miltiples criterios.

A pesar de los distintos problemas de decisién [125] a los que nos podemos
enfrentar, un esquema béasico de resolucién de este tipo de problemas fue presentado

en [131] el cuél se compone de dos fases (ver Figura 2.5):

= Fuse de agregacion: Su objetivo es obtener un valor colectivo de preferencias
para cada alternativa y/o criterio de representacién, a partir de los valores
individuales de preferencias proporcionados por los expertos que participan
en el problema, utilizando un operador de agregacién adecuado a las necesi-

dades del problema.

s Fase de explotacion: La informacién de entrada de esta fase son los valores
colectivos obtenidos en la fase anterior. Su objetivo es seleccionar la/s me-
jor/es alternativa/s a partir de los valores colectivos. Para ello, se utilizan
funciones de seleccién [120] que permiten seleccionar y ordenar las mejores

alternativas a partir de vectores de utilidad o relaciones de preferencia.

valoraciones

98
%*@*%§@~@
A

Figura 2.5: Esquema bésico de resolucion de un problema de Toma de Decisién

conjunto
solucién

>

Explotacion

2.2.2. Uso de Informacién Lingiiistica en Toma de Decisiones

Como ya se ha comentado, los problemas de toma de decisiones se pueden de-
finir en distintos contextos. El interés de esta memoria de investigacién se centra

en contextos vagos e imprecisos donde los problemas de decisién se definen bajo
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incertidumbre y los seres humanos expresan sus valoraciones mediante informacién
linglifstica. En estas situaciones el uso del Enfoque Lingiistico Difuso ha propor-
cionado buenos resultados modelando este tipo de preferencias. Estos problemas
de toma de decisiones se denominan problemas de toma de decision lingiiisticos.
El uso de informacion lingiiistica en toma de decisiones modifica el esquema

bésico de un problema de toma de decisién, introduciendo dos nuevos procesos tal

y como indican Herrera y Herrera-Viedma en [64] (ver Figura 2.6).

Definicion de sintaxis
y semantica

valoraciones
lingUisticas

N

S
-

Eleccion de un

/]
C2 - ﬂ > |operador de agregacion de

informacién lingiistica

—l Seleccion de la mejor alternatival/s }\

Q@

(912

@

Agregacion

<)

conjunto
solucion
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Figura 2.6: Esquema de un problema de Toma de Decisién Lingiiistico

s FEleccion del conjunto de términos lingiiisticos con su semdntica: En esta fase
se establece el dominio de expresion lingiiistica en el que los expertos expresan

sus valoraciones lingiiisticas sobre las alternativas segtin su conocimiento y

experiencia.

» Fleccion del operador de agregacion de informacion lingiistica: Se elige un

operador de agregacién linglifstico adecuado para agregar las valoraciones

lingliisticas proporcionadas por los expertos.

» Seleccion de la mejor/es alternativa/s: La mejor alternativa es elegida segin

las valoraciones lingiiisticas proporcionadas por los expertos. Para ello se

realizan las dos fases del esquema de resolucién basico:

e Fase de agregacion de informacion lingiiistica: Obtiene una valoracién
colectiva para cada alternativa, agregando mediante el operador de agre-

gacion lingiifstico seleccionado, las valoraciones lingiiisticas proporcio-

nadas por los expertos o sobre distintos criterios.




28 2.2. Toma de Decisiones Lingiiistica

e Fase de explotacion: Ordena las alternativas utilizando las valoraciones
colectivas obtenidas en la fase anterior para seleccionar la/s mejor/es

alternativa/s.

El modelado lingiiistico de preferencias implica la necesidad de realizar pro-
cesos de computacién con palabras, es decir, el uso de técnicas computacionales
que tienen definidos operadores de agregacién, comparacién, negacién, etc., sobre
informacién lingiifstica. A continuacién revisamos brevemente en qué consiste la

computacion con palabras en toma de decisiones.

Computaciéon con Palabras en Toma de Decisiones

La computacién con palabras [179] es una metodologia de razonamiento, compu-
tacion y toma de decisiones en la que se utilizan palabras procedentes del lenguaje
natural. La computacién con palabras se ha convertido en un importante tema de
investigacién, en el que a lo largo del tiempo se han propuesto diferentes metodo-
logias y enfoques.

La computaciéon con palabras utiliza palabras o frases del lenguaje natural,
lo que hace que pueda simular los procesos cognitivos humanos para mejorar los
procesos de resoluciéon de problemas que tratan con incertidumbre. Por tanto, la
computacion con palabras ha sido aplicada como base computacional en toma
de decisiones lingiiistica [60, 106], ya que proporciona herramientas cercanas a
los procesos de razonamiento de los seres humanos relacionados con la toma de
decisiones. Pero no sélo se ha aplicado en toma de decisiones, sino también en
otros campos como aprendizaje [9], clasificacién [78], base de datos [83], etc.

En esta memoria de investigacién nos centraremos en los procesos computacio-
nales que se realizan en toma de decisiones lingiiistica donde los expertos que
participan en el proceso de decisién proporcionan sus preferencias mediante infor-
macion lingiiistica. En este caso, la salida que se obtiene tras la computacién con

palabras se puede clasificar en dos categorias:

1. Aquella que proporciona un orden entre las alternativas definidas en el pro-
ceso de decision, para seleccionar la mejor alternativa como solucién del pro-

blema de toma de decisién, que es en la que se centrara esta investigacion.

2. Y aquella que devuelve como salida un resultado lingiiistico facil de entender

e interpretar por los seres humanos.
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En la literatura se han propuesto diferentes esquemas de computacién con pa-
labras. Tong y Bonissone presentaron en [142] una técnica para toma de decisiones
lingiiistica en la que se asumia que el uso de etiquetas lingiiisticas con seméntica
difusa era adecuada para tratar la incertidumbre propia de estos problemas. Tam-
bién se asumia que los resultados para tomar una decisién, debian ser cuantificables

en lenguaje natural (ver Figura 2.7).

Palabras Recomendaciones
. 4>-—> - Codificar motor de CP M—>
(etiquetas linglisticas) - / ‘\

Conjunto Difuso Conjunto Difuso

Figura 2.7: Esquema de computacion linglistica difusa

De forma similar Schmucker [135] y principalmente Yager [167, 168] propusie-

ron esquemas lingiifsticos para manejar incertidumbre (ver Figura 2.8).

G m—— - Po— | Salds
LlngUlSthﬂ ranstormacion anipulacion etranstormacion L|ngU|St|Ca

Figura 2.8: Esquema de computacion con palabras

Yager [167, 168] senala la importancia de las fases de transformacion y re-
transformacion en los procesos de computacién con palabras. El primero implica
transformar la informacion lingiiistica en un formato manipulable por las maquinas
basado en herramientas difusas, y el segundo, consiste en convertir los resultados
computacionales en informacién linglifstica para facilitar su comprension a los seres
humanos, siendo éste el principal objetivo en la computacion con palabras.

Por consiguiente, diferentes esquemas de computacién con palabras han si-
do desarrollados y aplicados como base computacional para toma de decisiones
lingiiistica.

Teniendo en cuenta las consideraciones previas y las aplicaciones de la compu-
tacion con palabras en toma de decisiones lingiiistica, vemos que es clara la ne-
cesidad de modelos lingiifsticos computacionales que permitan realizar procesos

de computaciéon con informacién linglifstica, para obtener resultados precisos y
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comprensibles. Por tanto, a continuacién revisaremos y analizaremos los modelos
lingiiisticos computacionales méas ampliamente utilizados en toma de decisiones
lingiiistica, centrandonos en los modelos computacionales simbdlicos en los que
ademas realizamos un analisis comparativo entre ellos, ya que son los que utiliza-

remos en esta investigacién.

2.2.3. Modelos Lingiiisticos Computacionales

Tal y como hemos visto en la seccién anterior, el uso de informacién lingiiistica
implica la necesidad de realizar procesos de computacion con palabras, es decir, el
uso de técnicas computacionales que tienen definidas diferentes operaciones tales
como, agregacién, negacién, comparacién, etc., sobre informacion lingiiistica. En la
literatura relacionada con el Enfoque Lingiiistico Difuso existen distintos modelos
para realizar procesos de computacién con palabras. Inicialmente en el Enfoque

Lingiiistico Difuso se utilizaban:

» El modelo lingiiistico computacional basado en el Principio de Extensién [12,
31], también denominado modelo semdntico, ya que utiliza la representacién

difusa de la semantica para operar.

= El modelo lingiiistico computacional simbélico basado en Escalas Ordinales
(34, 163].

Estos dos modelos, denominados habitualmente modelos cldsicos, presentan
diversas limitaciones debido a su forma de operar. Los resultados obtenidos con
el modelo basado en el principio de extensiéon son precisos, pero dificiles de in-
terpretar, ya que son representados mediante nimeros difusos. Este modelo se
puede hacer interpretable a costa de su precisiéon, es decir, el resultado se puede
aproximar al término lingiifstico méas cercano perdiendo precisién. Sin embargo, el
modelo simbdlico basado en Escalas Ordinales es facilmente interpretable, pero pre-
senta pérdida de informacién en sus procesos computacionales. Estas limitaciones
y la necesidad de realizar procesos de computacién con palabras han provocado
mucho interés investigador en los ultimos anos para superar dichas limitaciones
[34, 39, 67, 89, 147, 148, 149, 160, 165].

La Figura 2.9 muestra la clasificacién de los modelos lingiiisticos computacio-

nales que extienden los modelos simbdlico y semdntico.
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Modelos lingiisticos

computacionales
Seménticos Simbélicos
Basadoenel Basado en conjuntos Basado en escalas 2y Basado entérminos | | 9-tupla proporcional
Principio de Extension| | difusos Tipo-2 ordinales lingdiisticos virtuales

/N»

Representacion linglistica| | Unificacion de modelos | [Escala numérica del conjunto
difusa 2-tupla extendida | | lingisticos computacionales | | de términos lingdisticos

Figura 2.9: Clasificacién de los modelos lingiiisticos computacionales

2.2.3.1. Modelo Lingiiistico Computacional basado en el Principio de

Extension

A) Modelo de representacién

Este modelo computacional, también denominado modelo semdantico, esta ba-
sado en el Enfoque Lingiiistico Difuso y representa la informacion lingiiistica
mediante un conjunto de términos lingiiisticos, tal como indica la Definicién
8 (ver Figura 2.3).

B) Modelo computacional

Este modelo computacional realiza las operaciones con palabras utilizando
la aritmética difusa basada en el Principio de Extensién [86]. El uso de la
aritmética difusa produce un incremento de la vaguedad en los resultados
de operaciones con palabras, ya que los nimeros difusos obtenidos de operar

con etiquetas lingiiisticas no suelen coincidir con los nimeros difusos que
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representan la semantica de los términos lingiiisticos iniciales.

Para entender el funcionamiento de este modelo computacional, a continua-
cién mostramos un ejemplo de agregacién de etiquetas lingiiisticas en un
problema de toma de decisiones lingtiistico. Para ello, en primer lugar defi-

nimos un operador de agregacién sobre informacién difusa:

Definicién 9 Sea py, una funcién de pertenencia triangular de la forma,
oy, = (ai,bi,c;) y m el nimero de valores a agregar, la Media basada en el

Principio de Extension se define como:

Py; = (m;am,m;sz,m;czj) (2.2)
J= J= J=

Ejemplo 2 Sea S = {Nada(N), Muy Bajo(MB), Bajo(B), Medio(M),

Alto(A), Muy Alto(MA), Per fecto(P)}, un conjunto de 7 términos lingiiisti-
cos, y sea y; = (M B, M, M, B) un vector de utilidad cuyos valores queremos
agregar. St utilizamos la funcion definida en la Definicion 9 obtenemos los

siguientes valores:

fry; = ((:25% (04 .33+ .33 +.17)), (.25 * (.17 + .5 + .5 + .33)),
(25 (.33 + .67+ .67+ .5))) = (.25 % (.83,1.5,2.17)) = (.207, .375, .542)

Por tanto, el conjunto difuso obtenido no coincide exactamente con ningin

término lingtiistico del conjunto de términos linglistico inicial S.

N =(0,0,.17)  MB=(0,.17,.33) B =(.17,.33,.5)
M = (.33,5,.67) A=(5,67,.83) MA=(67,.831)
P =(.83,1,1).

La forma de tratar estos resultados en toma de decisiones puede realizarse de
forma diferente [12, 31], y dependera del tipo de salida que queramos obtener

en los problemas de decisién tal y como se indicé anteriormente.

i) En aquellos problemas de decisién en los que la precisién es més im-

portante que la interpretacién de los resultados, éstos son expresados
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ii)

mediante nimeros difusos y se utilizan procedimientos de ordenacién

difusa para poder ordenar las alternativas [52].

Si lo que se requiere es un resultado lingiiistico y facil de entender por
los expertos involucrados en el problema, entonces se hace necesario
un proceso de aproximacién lingiiistico. Este proceso de aproximacién
puede realizarse de distintas formas. En el caso de un problema de toma
de decisiones lingiiistico donde se quieren obtener resultados expresados
linglifsticamente, un esquema de aproximacién basado en el Principio

de Extensién es como sigue:

)

(L) L5 PR) Y (1) (2.3)

donde T'(L)™ representa el dominio de definicién de los términos lingiiisti-
cos, F(R) es el conjunto de nimeros difusos sobre R, F es un opera-
dor de agregacién basado en el Principio de Extensién, appi(-) es una
funcién de aproximacién lingiiistica y T'(L) es el conjunto de términos
lingiiisticos inicial.

Siguiendo con el ejemplo anterior, utilizaremos como funcién de apro-
ximacién app; (-), la minima distancia euclidea sobre los valores de re-

presentacién de los nimeros difusos triangulares, ponderando éstos:

Aty i) = \/ Prla; — ax)? + Pa(bj — bi)? + Pa(ej — ) (2.4)

representando (a;,bj,¢;) y (ag, by, cx) las funciones de pertenencia de
sj y de yj respectivamente y Pi, P, P3 los pesos que representan la
importancia de los pardmetros a,b y c. Entonces app (-) selecciona s7,
como etiqueta representativa del resultado obtenido, (appi(yx) = s;‘f),
tal que,

d(#s;f»l‘yk) < d(ﬂslaﬂyk) Vs €8

Ejemplo 3 FEste proceso de aproximacion lingtistica lo aplicamos a
los conjuntos difusos obtenidos en el Fjemplo 2, con P, = 0.2, P, =
0.6, Ps =0.2:

La Figura 2.10 muestra el proceso de aproximacion linguistico para yi.

Vemos que yi mo coincide con ningin término en S, entonces el término
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MB

Termino mas cercano segun app_1

B M A MA P N mMB B ‘ A MA P
X —XK

017

033 05 067 083 1 0 017 03 05 067 083 1

Figura 2.10: Proceso de aproximacion lingiiistica

mds cercano a Yy segun appi(:) es obtenido de acuerdo a la siguiente

expresion:

min{d(ﬂyk y ,[LN), d(,uyk ; /LMB)v d(#yk 5 /U‘B)a d(/‘yk ; HM), d(,UJyk ’ :LLA)a d(#yk ) IU’MA)7

d(piy,, 1p)}

siendo,
d(pyy s UN) = 347
d(fty,, pvp) = 207
d(piy,, pi) = .043
d(pyy > par) = 125
Ay > a) = 293
d(pry, s para) = 457
d(fiy,, pp) = .595

donde,

d(ps, N) = /.2 (0 = 207)2 + .6 (0 — .375)2 + .2 (.17 — .542)? = .347
por tanto,

app1(yx) = B
ya que es la etiqueta mds cercana a yj.

En la Figura 2.10 se observa que existe una cantidad de informacién que
se pierde durante el proceso de aproximacién lingiistico. Esto se debe
a que el resultado original (superficie blanca) puede tener una forma y
superficie distinta al resultado final (superficie negra) y hay que realizar

una aproximacién desde el resultado original al resultado final.
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Por tanto, este proceso de aproximacién implica una pérdida de infor-

macién y una falta de precisiéon en los resultados.

2.2.3.2. Modelo Lingiiistico Computacional basado en Conjuntos Di-

fusos Tipo-2

A) Modelo de representacion

Este modelo computacional hace uso de conjuntos difusos Tipo-2 (ver Fi-
gura 2.11) para modelar valoraciones lingiiisticas [112, 148]. El concepto de
conjunto difuso Tipo-2 fue introducido como una extensién del concepto de
conjunto difuso (también llamado conjunto difuso Tipo-1). Estos conjuntos
son conjuntos difusos cuyo grado de pertenencia es otro conjunto difuso. Un
ejemplo de un conjunto difuso Tipo-2 seria, que el grado de pertenencia de un
hombre al conjunto difuso alto es posiblemente 0.8. Por tanto, un conjunto
difuso Tipo-2 se utiliza cuando es dificil determinar con exactitud el grado

de pertenencia de un elemento a un conjunto difuso.

Figura 2.11: Ejemplo de representaciéon de conjuntos difusos Tipo-2

Los conjuntos difusos Tipo-2 han sido utilizados por diferentes motivos, tal

y como muestran los siguientes autores:

» Tiirksen [148]: La representacion Tipo-1 es un enfoque “reduccionista”
que descarta incertidumbre en los valores de pertenencia mediante el
cédlculo del valor medio o mediante técnicas de ajuste de curva, por lo

que camufla la incertidumbre de los valores de pertenencia.

» Mendel [113]: Las palabras tienen un significado diferente para cada
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persona, lo que significa que las palabras son imprecisas. Por tanto, ne-
cesitamos un modelo difuso que tenga la capacidad de capturar la im-
precisién de las palabras. Y un conjunto difuso intervalar Tipo-2 podria

ser usado como un modelo difuso de una palabra.

B) Modelo computacional

La mayoria de los trabajos de investigacién en este area, utilizan conjun-
tos difusos intervalares Tipo-2 que son un tipo especial de conjuntos difu-
sos Tipo-2. Estos conjuntos mantienen las propiedades del modelado de la
imprecisién de los conjuntos difusos generales Tipo-2, pero disminuyen los
esfuerzos computacionales necesarios para operar con ellos. En [40] y [184]
fueron presentados los operadores Linguistic Weighted Averaging (LWA) y
Linguistic Ordered Weighted Average (LOWA) basados en la representacién
Tipo-2. Estos operadores pueden verse como extensiones de los operadores
Fuzzy Weighted Average (FWA) [93] y Ordered Weighted Average (OWA)
[164], donde tanto el peso como los atributos son palabras modeladas me-

diante conjuntos difusos intervalares Tipo-2.

Este modelo basado en conjuntos difusos Tipo-2 necesita aproximar el resul-
tado obtenido a un término lingiiistico mediante un operador de agregacién
lingiiistico, produciendo pérdida de informacion e imprecisiéon en los resulta-

dos obtenidos.

2.2.3.3. Modelo Lingiiistico Computacional Simbdlico basado en Esca-

las Ordinales

Los modelos simbdlicos han sido ampliamente utilizados en los procesos de

computacion con palabras debido a su simplicidad en los procesos computacionales

y a la facil interpretacién de los resultados obtenidos. A continuacién se revisan

dos modelos computacionales simbdlicos basados en escalas ordinales.

Modelo Lingiiistico Computacional Simbdlico basado en Escalas Or-

dinales y Operadores max-min

A) Modelo de representacién
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Este modelo representa la informacién segiin el Enfoque Lingiiistico Difuso,
pero impone un orden lineal para el conjunto de términos lingliisticos, S =
{50,81,...,84} tal que s; < s5 & i < j.

Modelo computacional

Este modelo simbdlico utiliza la estructura ordenada del conjunto de términos
linglifsticos para llevar a cabo los procesos de computacion. Inicialmente
Yager defini6 en [165] una serie de operadores para operar de forma simbdlica,

tales como, maximo, minimo y negacién que a continuacién revisamos.

Sea S = {s0,...,58¢} un conjunto de términos lingiifsticos y sea s;,s; € S

dos términos lingiiisticos.

» i) Operador de maximizacion: max (s;,sj) = s; si s; > s
= ii) Operador de minimizacién: min (s;,s;) = s; si 55 <'s;

= iii) Operador de negacién: neg (s;) = s4—;, siendo g+ 1 la granularidad
de S.

Ademas, el orden obtenido sobre las etiquetas en este modelo permite definir

un operador de comparacién de la siguiente forma:

» i) Sii < j, entonces s; < s;
= ii) Si j > ¢, entonces s; > s;

» iii) Si i = j, entonces s; = s;

Ejemplo 4 Sea S = {Nada(N), Muy Bajo(MB), Bajo(B), Medio(M),
Alto(A), Muy Alto(M A), Per fecto(P)}, un conjunto de términos lingiisti-
cos, y sea Muy Bajo, Bajo € S dos términos lingiiisticos. El resultado de

los operadores definidos previamente son los siguientes:
maz(Muy Bajo, Bajo) = Bajo

min(Muy Bajo, Bajo) = Muy Bajo

neg(Muy Bajo) = s¢—1 = s5 = Muy Alto

La comparacion entre Muy Bajo y Bajo es,

Muy Bajo < Bajo
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ya que s1 < S9.

En la literatura han sido propuestos otros operadores de agregacion para
este modelo. Yager [165, 169] estudié algunos operadores de agregacién para
informacién ordinal tales como, normas ponderadas, uninormas y media or-
dinal. Buckley [16] propuso diferentes variaciones de los operadores, mediana,

max y min para agregar criterios y valoraciones lingiiisticas.

Modelo Lingiiistico Computacional Simbdlico basado en la Combi-

nacién Convexa

A)

Modelo de representacion

Este modelo [34] es una extensién del anterior y tiene la misma base de

representacion.

Modelo computacional

Este modelo proporciona un amplio rango de operadores de agregacién uti-
lizando la Combinacién Convexa de los términos lingiiisticos [34], el cual
trabaja directamente sobre los indices de las etiquetas, {0,...,g}, de los
términos lingiifsticos S = {sg,..., 54}, en un proceso recursivo obteniendo
como resultado un valor real en el intervalo de granularidad [0, g, del con-

junto de términos lingiiisticos S.

FEn este modelo normalmente la cardinalidad del conjunto de términos lingtiis-
tico es impar y las etiquetas lingiifsticas son simétricamente distribuidas alre-
dedor de un término medio. Normalmente, el resultado obtenido mediante el
uso de la Combinacién Convexa no coincide con ninguna etiqueta del conjun-
to de términos lingiiisticos .S, por tanto, es necesario introducir una funciéon
de aproximacién apps(-) para obtener como solucién un término lingiiistico

en el conjunto de términos lingiiisticos S:

app2

s %5 10,90 2 40, g} > S (2.5)

Para entender el funcionamiento de este modelo computacional, mostraremos
un ejemplo de agregacién de etiquetas lingiiisticas utilizando la Combinacién

Convexa que se define como sigue:
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Definicién 10 [34] Sea A ={ai,...,am} un conjunto de términos lingiisti-

cos para ser agregados, la Combinacion Convera C™ se define como:
Cm{wk’bkvk =1,.. "m} =w1ObL @ (1 - ’LU1) © Cm_l{nhzbh:h =2,.. ~7m} (26)

donde W = (wi,...,wy) es un vector de pesos asociado a A, tal que, (i)
w; € [0,1], y (ii) Y ,w; = 1; y B = (b1,...,bm) es un vector, tal que,
B = (ag(1),- -+ 00(n)); CON ;) < A Vi < j, y 0 es una permutacion

sobre los valores a;. np, = wp /X5 wk, h =2,...,m.

Si m=2, entonces se define la Combinacién Convexa como
CQ{wi,bi,i =12} =w1 Os; (1 —wi) ©®s; =5k, S5, S, €5, (j>1)

con,

k= min{g,i + round(wy-(j —1i))},

siendo g + 1 la cardinalidad de S, “round” el operador usual de redondeo y

b1 = Sy, b2 = S;.
Siwj =1y w; =0 con i # j Vi, definimos la Combinacién Convexa como:

Cm{wi,bi,i = 1,... ,m} = bj.

Ejemplo 5 Supongamos un ejemplo en el que se quiere agregar el vector
lingiistico (A, A, M, M B), donde todos los valores tienen el mismo grado de
importancia, por lo que en este caso el vector de pesos es W = (.25,.25,.25,.25),

entonces los valores agregados obtenidos serdn:

C*{(.25,.25,.25,.25), (A, A,M,MB)} = M
El proceso de cdlculo con el operador Combinacion Conveza es el siguiente:

C*{(.25,.25,.25,.25), (A, A, M,MB)} = .250 A® .75 ® C3{(.33, .33, .33),
(A, M,MB)}

C3{(.33,.33,.33),(A,M,MB)} = .330 A& .66 ® C*{(.5,.5), (M, MB)}
02{(.5, .5), (M, MB)} = Sky = S2 = B

k2 = min{6, 1 + round(0.5(2))} =2
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C3{(.33,.33,.33),(A,M,MB)} = 330 A® .66 ® B =s;, = s3 =M
ks = min{6, 2 + round(0.33(2))} = 3
C*{(.25,.25,.25,.25), (A, A,M,MB)} = 250 A®. 750 M = s, =s3 = M

ks = min{6, 3 + round(0.25(1))} = 3

Como podemos observar, de forma similar a los modelos revisados en las
Secciones 2.2.3.1 y 2.2.3.2, el proceso de aproximacién produce pérdida de

informacién y por tanto, falta de precisién en los resultados obtenidos.

Otros operadores de agregacion basados en este modelo simbdlico son los

siguientes:

» Linguistic Ordered Weighted Average (LOWA) [157] basado en el ope-

rador OWA y en la Combinacién Convexa de etiquetas lingiiisticas.
» Linguistic Weighted Disjunction (LWD) [62].
» Linguistic Weighted Conjunction (LWC) [62].
» Linguistic Weighted Averaging (LWA) [62].
» Linguistic Aggregation of Majority Additive [127].
» Majority Guided Induced Linguistic Aggregation Operators [72].

A pesar de su simplicidad y a la facil interpretacién de los resultados obtenidos,
este modelo presenta pérdida de informacién en sus procesos computacionales. Pa-
ra superar esta limitacion, diferentes modelos computacionales han sido propuestos
extendiendo los modelos simbdlicos clasicos para obtener resultados precisos e in-

terpretables. A continuacién revisamos algunos de estos modelos computacionales.

2.2.3.4. Modelo Lingiiistico Computacional 2-Tupla

El modelo lingiifstico computacional 2-Tupla es revisado en mayor detalle, ya
que es uno de los modelos simbdlicos utilizados en los modelos de toma de decisiones
propuestos en esta investigacion.

Este modelo simbdlico fue introducido por Herrera y Martinez en [67] con el
objetivo de mejorar la precision de los resultados y facilitar los procesos de compu-

tacién con palabras tratando el dominio lingiifstico continuo pero manteniendo la
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base lingiiistica (sintaxis y semdntica). Para ello, este modelo extiende la repre-

sentacién lingiiistica difusa anadiendo un nuevo parametro.

A) Modelo de representacién

El modelado de la informacién lingliistica estd basado en el concepto de
Traslacion Simbdlica y lo utiliza para representar la informacién lingiifsti-
ca mediante un par de valores, llamados 2-tupla lingiiistica (s;, ), donde
si € S = {so,...,8¢} es un término lingiifstico y o es un valor numérico

representando la Traslacidn Simbdlica.

Definicién 11 [67] Sea S = {so,...,s4} un conjunto de términos lingiisti-
cos y B € [0,g] el resultado de una operacion de agregacion simbdlica. La
Traslacion Simbolica de un término lingiistico s; € S = {so,...,S¢} es un
valor numérico definido en [—0.5,0.5) que representa la “diferencia de in-
formacion” entre una cantidad de informacion 5 € [0, g] obtenida de una

operacion simbolica y el indice del término lingtistico mds cercano.

Este modelo de representacion define un conjunto de funciones para realizar
transformaciones entre valores numéricos y 2-tupla lingiiistica con objeto de

facilitar los procesos de computacién con palabras [67].

Definicién 12 [67] Sea S = {so,...,s4} un conjunto de términos lingiisti-
cos. La 2-tupla asociada a B es obtenida mediante la funcion A : [0,g] —
S x [-0.5,0.5) definida como:

i = round (f),
A(B) = (Siaa)v con (27)
a=p—1,
donde round es el operador de redondeo, s; es la etiqueta con indice mas

cercano a By « es el valor de la traslacién simbdlica.

El funcionamiento de la funcion A que acabamos de definir puede observarse

a continuacién.

Ejemplo 6 Supongamos una operacion de agregacion simbdlica sobre eti-

quetas valoradas en el conjunto de términos lingiisticos, S = { Nada(N),




42

2.2. Toma de Decisiones Lingiiistica

Muy Bajo(M B), Bajo(B), Medio(M), Alto(A), Muy Alto(M A), Per fecto(P)}

que obtiene como resultado de dicha operacion un valor § = 2.8, entonces
la representacion de esta informacion mediante una 2-tupla lingiistica es

mostrada en la Figura 2.12.

Nada Bajo Muy Bajo (Medio,-0.2) Medio Alto Muy Alto Perfecto
7
\

0 0.17 0.33 0.5 0.67 0.83 1

Figura 2.12: Ejemplo de una representacién lingiiistica 2-tupla

Debemos tener en cuenta que A es biyectiva y A™! : § x [-0.5,0.5) —
[0, g] es definida mediante A~!(s;,a) = i + a. De esta forma la 2-tupla en

S x [—0.5,0.5) es identificada con el valor numérico en el intervalo [0, g].

Obviamente la conversiéon de un término lingiiistico en un valor 2-tupla

lingiifstico consiste en anadir un valor 0 como traslacién simbélica:

$; €8 = (Si,O)

Modelo computacional

Junto a este modelo de representacién de informacién lingiiistica, Herrera
y Martinez definieron un modelo computacional lingiiistico basado en las
funciones de transformacién A y A~L. En [67] se definieron los operadores
de comparacién, negaciéon y varios operadores de agregaciéon para 2-tuplas

que revisamos a continuacion.
Comparacién de 2-Tuplas

La comparacién de informacion lingiifstica representada mediante 2-tuplas
se realiza segin un orden lexicografico. Sea (si,a1) vy (s;,a2) dos 2-tuplas,

cada una representando una cantidad de informacién, entonces:
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» Si k <1 entonces (sg, a1) < (s7,a2)
» Si k = [ entonces
a) Si a1 = ag entonces (s, 1), (87, a2) representa la misma informa-
cién
b) Si oy < ag entonces (sg, 1) < (81, a2)

¢) Si oy > g entonces (sg, 1) > (s, a2)

Operador de negacién de una 2-Tupla

Este operador fue definido como:

Neg((si,a)) = Alg — (A7 (si,@))) (2.8)
donde g + 1 es la cardinalidad de S, S = {sg,...,s4}.
Agregacion de 2-Tuplas
La agregacién consiste en obtener un valor colectivo que exprese la informa-
cién de un conjunto de valores marginales. El resultado de una operacion
de agregacién debe ser consistente con la representacién de los valores de

entrada, por tanto, el resultado de la agregacién de 2-tuplas debe ser una

2-tupla.

A continuacion revisaremos algunos operadores de agregacion sobre 2-tuplas
que fueron definidos en [67], aunque posteriormente se han definido otros
[91, 127].

a) Media Aritmética

Definicién 13 [2] Sea x = {x1,...,zy} un conjunto de valores numé-
ricos para una variable x. La media aritmética T se obtiene dividiendo

la suma de todos los valores por su cardinalidad, i.e.,
1 n
(1, wn) = Z;:c (2.9)
1=

Este operador simboliza el concepto intuitivo de punto de equilibrio o
centro del conjunto de valores. Extender este operador para tener un
operador equivalente para informacién lingiiistica representada median-

te 2-tuplas, se puede hacer como muestra la siguiente definicién:
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Definicién 14 [67] Sea © = {(r1, 1), ..., (Tm,am)} un conjunto de 2-
tuplas, su media aritmética se calcularia con el operador media aritméti-

ca extendida, T¢, que es definido como,

(), (s om) = A A (i 00) =AY 6)
=1 ;

Media ponderada
La media ponderada permite que diferentes valores z; tengan diferente
importancia. Esto se realiza asignando a cada valor x; un peso asociado

w;, que indica cudl es la importancia de ese valor.

Definicién 15 [2] Sea x = {x1,...,z,} un conjunto de valores numéri-
cos y W = (w1, ..., wy) un vector numérico con los pesos asociados a
cada x;, tal que, w1 corresponde a x1 Yy asi sucesivamente. La media

ponderada se obtiene como sigue:

Do TiWs
Dy Wi

Este operador fue adaptado para operar con 2-tuplas [67] de la siguiente

T= (2.11)

forma:
Seax = {(r1,a1), ..., (Tm, &)} un conjunto de 2-tuplasy W = (wy, . ..,
wy,) un vector numérico con los pesos asociados a cada 2-tupla. La me-

dia ponderada extendida ¢ se define como:

2?;1 A_l(ri7ai) i w’l) _ A(ETLZI 51 - Wy
D iey Wi D iey W

Una modificacién interesante sobre este operador, T¢, seria que los pesos

7= A ) (2.12)

w; fuesen también valores lingiiisticos (2-tuplas). Dicho operador fue

notado como 7y y definido como sigue:

Definicién 16 [67] Sea © = {(ri,a1),...,(Tm,m)} un conjunto de
2-tuplas y W = ((w1,01), ..., (Wm, ) el vector de pesos lingiiisticos

asociado. La media ponderada extendida Tj seria:

21'11 Ail(”? ai) . Ail(w% ai) 27111 51 ) /Bwi

Iy =A m m
: ( >oimy A Hwg, o) > iy Bus

) = A( ), (2.13)
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2.2.3.5.

donde By, = A (w;, ;).

OWA (Ordered Weighted Aggregation)

Este operador fue introducido por Yager en [164] como un operador de
agregacién ponderado, en el cudl, los pesos no estan asociados a un valor

predeterminado sino que estan asociados a una posicién determinada.

Definicién 17 [164] Sea A = {ay, ..., an} un vector de valores numéri-

cos y W = (wy,...,w,) un vector de pesos asociado, tal que, (i) w; €
0,1] y (i) > w; = 1.

El operador OWA, F, se obtiene como:
n
Flay,...,an) = > w;b;, (2.14)
j=1

donde b; es el j-esimo mayor valor del conjunto A.

Para trabajar con 2-tuplas el operador OWA fue extendido, F*¢, tal y

como sigue:

Definicién 18 [67] Sea A = {(r1,1),..., (Tm,am)} un conjunto de
2-tuplas y W = (w1, ..., wy,) un vector de pesos asociado que satisface
que (i) w; € [0,1] y (i) > w; = 1. El operador OWA extendido F*° para

combinar 2-tuplas actia como:

m

F((r,0n), o (s o)) = A wj - B87), (2.15)

=1

siendo (35 el j-esimo mayor valor de los A=Y ((ri, ).

Modelo Lingiiistico Computacional Simbdlico basado en Térmi-

nos Lingiiisticos Virtuales

Xu presenté en [160] un nuevo modelo lingiiistico computacional para trabajar

con el Enfoque Lingiiistico Difuso mejorando la precision con respecto al modelo

simbolico basado en escalas ordinales. Ademas, incrementé el nimero de leyes

operacionales que se pueden aplicar a la informacién lingiiistica.
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A) Modelo de representacién

Dado que uno de los objetivos de Xu al presentar el modelo lingiiistico Vir-
tual era aumentar las leyes operacionales que se podian aplicar a los procesos
de computacién con palabras, este autor definié la representacién de la in-
formacion linglistica de forma que extendié los valores de un conjunto de
términos lingiiistico discreto S = {so, ..., sy} a un conjunto de términos con-
tinuo S = {salso < sa < 8¢, € [—q,q]}, donde ¢ (g >> g) es un nimero
entero lo suficientemente grande, tal que si s, € S5, s, es llamado término
lingiidstico original, y en caso contrario, s, € Sy sq € S se denomina término

linguistico virtual.

Es importante senalar que aunque Xu introduce su modelo basandose en el
Enfoque Lingiiistico Difuso, los términos lingiiisticos virtuales, no tienen ni

semantica ni sintaxis alguna asignada.

La Figura 2.13 muestra un conjunto de términos discretos S = {so, s1, $2,
S3, S4, S5, S¢} (términos lingiiisticos originales) que extiende a un conjunto de
términos continuos con términos lingiiisticos virtuales tales como, s3.95 € 5,

que pueden ser obtenidos para evitar pérdida de informacién.

Término Lingliistico Virtual

L | | | |
I |

[ T |
S 5 S, 535,56 Sy S5 S

N =

Términos Linglisticos Originales

Nada Muy Bajo Bajo MedioI / Alto Muy Alto  Perfecto
| |
1 T

Figura 2.13: Ejemplo de representacién del modelo propuesto por Xu

Segin Xu, esta extensiéon permite conservar toda la informacién dada en
el problema, evitando la pérdida de informacién presente en los modelos
computacionales simbdlicos clasicos. Es necesario decir que Xu indica que
normalmente los expertos utilizaran términos lingiiisticos originales para dar
su informacién, mientras que los términos virtuales apareceran como resul-

tados de las operaciones sobre los primeros.

B) Modelo computacional
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Con la representacién anterior y con la idea de ampliar el niimero de leyes
operacionales en los procesos de computacién con palabras y obtener resul-

tados precisos, Xu defini6 el siguiente conjunto de operaciones [158, 161]:

Sea sq,53 € S, dos términos lingiifsticos y u, 1, p2 € [0, 1].

(sa) = Sam
(5a)M1 @ (8q)H2 = (8q)17TH2

¢) (sa ®@sp)" = (sa) @ (sp)*

Ejemplo 7 Si aplicamos dichas operaciones a un conjunto de términos,
S ={N,MB,B,M,A,MA, P} siendo n = 0.25 p; = 0.3 po = 0.4, los

resultados obtenidos son los siguientes:

a) (B)0% = (52)02 = g1 1

b) (B)03 @ (B)04 = (52)03404 = (5,)07 = 5, 6

¢) (B®@MA)?? = (52)0% @ (55)°% = 51,19 ® s1.49 = S2.68

d) B MA = s3® $5 = 852 = S10

e) B&MA = so15 =57

f) BO MA=MA® B = $512 = $7

g) 0.25- B = sp.252 = 505

h) (0.3+0.4)B=0.3-50®0.4-52 =506 D 0.8 = $0.6+0.8 = S1.4

i) 0.25(B@® MA) = 0.25 - 59 @ 0.25 - 55 = S0.252 D S0.25.5 = S0.5 D S1.25 =

50.5+1.25 = S1.75
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Como podemos observar, los resultados obtenidos no coinciden con ninguna
etiqueta lingiiistica del conjunto de términos lingiiisticos inicial S y algunos
estan fuera del dominio de expresion, por lo que dichos resultados no tienen
asignada ninguna sintaxis ni semantica y, por consiguiente no mantiene la

base del Enfoque Lingtiistico Difuso.

2.2.3.6. Modelo Lingiiistico Computacional 2-tupla Proporcional

A pesar de que el modelo lingiifstico computacional 2-tupla [67] es bastante

reciente, en la literatura se han propuesto distintas extensiones de dicho mode-

lo. El modelo lingiiistico computacional 2-tupla proporcional fue presentado por

Wang y Hao en [149] con el objetivo de desarrollar un nuevo modelo para repre-

sentar la informacion lingiiistica extendiendo y generalizando el modelo lingiiistico

computacional 2-tupla.

A) Modelo de representacién

Este modelo computacional representa la informacién lingiiistica median-
te una 2-tupla proporcional. Supongamos dos etiquetas lingiiisticas A y B
que representan dos posibles calificaciones de un curso académico. Si un es-
tudiante obtiene (0.24,0.8B), su calificacién seria 20 %A y 80 %B. Wang y
Hao remarcan que si B fuese usada como la calificacion aproximada, entonces
se perderia informacion. Este enfoque de 2-tupla proporcional, estd basado

en el concepto de Proporcion Simbdlica [149].

Definicién 19 [149] Sea S = {s¢, s1,...,54} un conjunto de términos ordi-
nales, I =[0,1] y

IS=IxS={(a,s):a€(0,1]]yi=0,1,...,9} (2.16)

donde S es el conjunto ordenado de g + 1 términos ordinales {so,...,Sg}.
Dado un par (s, $;+1) de dos términos ordinales sucesivos de S, cualquiera
dos elementos de («, s;), (B, si+1) de IS es denominado par de proporcion
simbolica y o, son denominados pares de proporcion simbdlicos del par
(84, Si+1) siendo a+f = 1. Un par de proporcion simbdlica (o, s;), (1—av, Si41)

es representado por (as;, (1 — a)s;+1) y el conjunto de todos los pares de




2. Toma de Decisiones Lingiiistica bajo Incertidumbre. Modelos
Lingiiisticos Computacionales 49

proporciones simbdlicas es representado mediante S, tal que, S = {(as;, (1 —
a)sit1) ra€[0,1], i=0,1,...,9 — 1}.

S es denominado el conjunto ordinal 2-tupla proporcional generado por S
y los miembros de S, 2-tupla proporcional ordinal, el cual es usado para

representar la informacién ordinal en computaciéon con palabras.

De forma similar a las funciones que Herrera y Martinez definieron en [67],
Wang y Hao definieron funciones para facilitar las operaciones con este tipo

de representacién.

Definicién 20 [149] Sea S = {s¢,51,...,54} un conjunto de términos ordi-
nales y S el conjunto 2-tupla proporcional ordinal generado por S. La funcién

7:8 —[0,9] fue definida como sigue:

m((asi, (1 —a)sit1)) =i+ (1 — a), (2.17)

donde i = {0,1,...,9 — 1},a € [0,1] y 7 es la posicion de la funcion indice
de la 2-tupla ordinal.
Cabe destacar que la funcién 7 es biyectiva, S — [0,g] y su inversa 7! :

[0,g] — S es definida como sigue:

7 H(z) = (1= B)si, Bsir1) (2.18)

donde i = E(z), FE es la parte entera de la funcién y 5 = x — i, siendo x un

valor real en el intervalo [0, g].

Debemos destacar que los autores de este modelo no dejan claro si la pro-
porcién simbdlica se refiere al soporte, superficie o a-corte de las etiquetas
lingiiisticas, por lo que la seméantica de una 2-tupla proporcional no puede

ser representada.

Modelo computacional

Junto a este modelo de representacién de informacién lingiiistica, Wang y

Hao presentaron un modelo computacional lingiiistico que al igual que el
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modelo computacional del modelo 2-tupla [67] tiene definidos los siguientes

operadores:
Comparacion de 2-tupla proporcional

Para cualquier (as;, (1 — @)sit1), (88, (1 — B)s;j+1) € S, se define (as;, (1 —
@)sian) < (B3, (1= B)sji1) & ai+ (1—a)(i+1) < fj + (1 - B +1) &
i+(1—a)<j+(1-8).

De esta forma, para cualquier dos 2-tupla proporcionales (as;, (1 — «)s;+1)

y (Bsj, (1 = B)sj+1):

» Sii < j, entonces

a) (as;, (1 —a)sit1), (Bsj, (1 — B)sj+1) son iguales cuandoi=j—1y
a=0,6=1
b) (asi, (1 —a)siy1) < (Bsj, (1 — B)s;+1) en otro caso,
» Si i =j, entonces

a) Sia = (3 entonces (as;, (1 — a)siy1), (Bsj, (1 — )sj+1) representan

la, misma, informacién
b) Si a < f entonces (as;, (1 — a)sit1) < (Bsj, (1 — 5)sj41)

¢) Sia > f entonces (asi, (1 —a)siy1) > (8sj, (1 — B)sjy1)

Operador de negacién de una 2-tupla proporcional

Este operador fue definido de la siguiente forma:

Neg((asi, (1 —a)siy1)) = (1 — a)sg—i—1, asg—;) (2.19)

siendo g + 1 la cardinalidad de S.
Agregacion de 2-tupla proporcional

De forma andloga a Herrera y Martinez, Wang y Hao definieron varios ope-
radores de agregacién para realizar procesos de computacién con palabras.
Las definiciones de estos operadores estan basados en valores caracteristicos

de las etiquetas lingiiisticas [149, 150].
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2.2.3.7. Otros Modelos Lingiiisticos Computacionales basados en el
Modelo 2-tupla

Recientemente han sido presentados tres nuevos modelos lingiiisticos compu-
tacionales basados en el modelo lingiiistico computacional 2-tupla [38, 39, 89, 147].

A continuacién revisamos brevemente dichos modelos.

s Representacion lingiiistica difusa 2-tupla extendida

Li present6 en [89] una extensién del modelo lingiiistico computacional 2-
tupla utilizando el modelo lingiiistico computacional basado en términos

lingiifsticos virtuales [160] y el modelo lingiiistico computacional 2-tupla [67].

A) Modelo de representacion

La principal caracteristica de este modelo es que transforma términos
lingiiisticos virtuales en términos lingiiisticos originales utilizando una
representaciéon basada en el modelo lingiiistico computacional 2-tupla,

denominado, 2-tupla extendida.

Supongamos una operacion de agregaciéon simbodlica sobre etiquetas va-
loradas en el conjunto de términos lingiiisticos S = {so,...,s4} que
obtiene como resultado de dicha operacién un término lingiiistico vir-
tual s, € S = {s4|a € [~q,q]}, donde ¢ (¢ >> g) es un ntimero entero
lo suficientemente grande. S es un conjunto de términos lingiiisticos

extendido asociado al conjunto de términos lingiiisticos S.

Definicién 21 [89] Sea ¢ : S — S x [~0.5,0.5) una funcién que para
cualquier so € S, p(54) = (81, — to) donde sy, € S, y to es un valor

entero to, € {0,..., g}, que satisface la siguiente relacion,

la —to| = min{|la—t|/t €{0,...,g9}}

Por tanto, a la expresion ¢(s,) = (s, @ — to) se le denomina represen-
tacion linguistica difusa 2-tupla extendida. sy, es el término lingiiistico
més cercano al término lingiifstico virtual s, € S’y a — t, € [-0.5,0.5)
es el valor de la traslacién simbdlica que expresa la diferencia entre
5 €8y s, €5.
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Ejemplo 8 Supongamos una operacion de agregacion simbdélica sobre
etiquetas valoradas en el conjunto de términos lingtiisticos, S = {Nada(N),
Muy Bajo(M B), Bajo(B), Medio(M), Alto(A), Muy Alto(M A), Per fecto(P)},
que obtiene como resultado de dicha operacion un valor sg53, entonces
la transformacion de este término lingiistico virtual a una 2-tupla ex-
tendida se obtiene aplicando la Definicion 21.

min = {|0.53 — 0[,]0.53 — 1], |0.53 — 2|,]0.53 — 3], |0.53 — 4/, ]0.53 —
5],10.53 — 6]} = [0.53 — 1]

©(s0.53) = (Muy Bajo, —0.47)

Es importante sefialar que si s, € S, entonces su representacién lingiiisti-

ca difusa 2-tupla extendida seria:
¢(Sa) = (Sa,0)

B) Modelo computacional

Li utilizé esta representacién junto con el modelo computacional basa-
do en términos lingiiisticos virtuales [159] para operar con la 2-tupla

extendida.

s Fscala numérica del conjunto de términos lingiisticos

Dong et al. [38, 39] introdujeron un modelo de representacion lingtiistica 2-
tupla basado en los modelos de Herrera y Martinez [67] y Wang y Hao [149].
Aunque estos modelos usan una representacion lingiiistica diferente, Dong et
al. indican que la clave de los modelos de representacion lingiiisticos 2-tupla
es definir una funcién que permita realizar transformaciones entre valores
2-tupla lingiiistica y valores numéricos. Para ello proponen el concepto de

FEscala Numérica.

A) Modelo de representacién

Este modelo computacional representa la informacion mediante la defi-

nicién de escala numérica.

Definicién 22 [39] Sea S = {so, ..., sq} un conjunto de términos lingiisti-

cos y R un conjunto de numeros reales. Una escala numérica de S es
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definida mediante la funcion,
NS:S =R
donde NS(s;) es el indice numérico de s;.

Definicién 23 [39] La escala numérica NS de un valor 2-tupla (s;, o) €

S es definida mediante la funcion,

NS(si,0) = NS(si) + o x (NS(s;)) = NS(s; — 1)), «a<0
(2.20)

— { NS(s;) +ax (NS(siy1) — NS(s;)), a>0

El segundo modelo de representacion lingiiistico 2-tupla se obtiene es-
tableciendo NS(s;) = CCV (s;), i € {0,...,9} donde CCV es el valor
caracteristico candnico del conjunto de términos lingiiisticos S. Este mo-
delo de representacién lingiiistico 2-tupla es similar al modelo propuesto
por Wang y Hao [149].

Modelo computacional

Dong et al. [39] también presentaron un modelo de optimizacién que
calcula la escala numérica de un conjunto de términos lingiiisticos me-
diante la definicién de Calibracion Transitiva.

Supongamos un conjunto de términos lingiiisticos S = {sp,..., sy}, un
conjunto de tres alternativas A = {41, Aa, A3}, y tres términos lingtisti-

COS Sq, 58,55 € S. Siun experto sabe que,

a) La preferencia entre Ay y A es sq,

b) y la preferencia entre Ay y Az es sg.
Entonces, el experto utiliza un término lingiiistico para proporcionar su
preferencia entre Ay y As. Esto se denomina calibracién transitiva entre
S0 Y Sy se representa como s,@®sg. Por tanto, si el experto proporciona

el término lingiiistico sg, el resultado de la calibracién transitiva entre

S50 Y 83 €S S5, y se representa como ss = S,Dsg.

Definicién 24 [39] Una matriz de calibracion transitiva se define como

E = (eij)(g+1)><(g+1), donde €ij = Si—1BSi—1 Y e € S.
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= Unificacion de modelos linguiisticos computacionales

A) Modelo de representacién

Truck y Malefant [147] propusieron un enfoque para unificar diferentes
modelos lingiifsticos computacionales en un tnico modelo utilizando
para ello una representacién vectorial.

Béasicamente la idea consiste en que cada modelo lingliistico compu-
tacional 2-tupla define un espacio vectorial para expresar todos los va-
lores del conjunto de términos lingiiisticos en este espacio, utilizando
un conjunto de vectores independientes.

Un concepto bésico en algebra lineal es la definicién de Base.

Definicién 25 [147] Dado un espacio vectorial V, una base es un con-
junto (finito o infinito) B = v} (i € I) de vectores v con un indice

1 € I que se extiende a todo el espacio vectorial.

Dada una base finita, cualquier vector K puede ser expresado como una

combinacion lineal de los elementos de la base:
V= a107 + agvi + ... + anron;

Truck y Malefant [147] extendieron el concepto Base a Base Restringida
anadiendo restricciones para poder representar con vectores los modelos

lingiiisticos basados en la representacién 2-tupla.

Definicién 26 [147] Dado un espacio vectorial V, una base restringida

E? indexados mediante un

es un conjunto B = v} (i € I) de vectores

conjunto de indices I si solo si VU €V, existe un conjunto de numeros
L T = — —

reales A; = {a1,...,anr} tal que, ¥ = a1v{ +asvi +. ..+ anro,7, donde

a; tiene la restriccion a; € A; C R.

En [147] Truck y Malefant utilizaron el concepto Base Restringida para
representar el modelo lingiifstico computacional 2-tupla [67], el modelo
lingiifstico computacional 2-tupla proporcional [149], y el modelo de gra-
dos lingiiisticos y sus modificadores simbdlicos generalizados asociados
[146], aunque podria ser aplicado en otros modelos lingiiisticos compu-
tacionales. La Figura 2.14 muestra cémo los tres modelos mencionados

forman una Base Restringida para el espacio vectorial [0, g].
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Figura 2.14: Base restringida en el espacio vectorial

B) Modelo computacional
Truck y Malefant no definieron ningtin modelo computacional dejando

como trabajos futuros la definicién de diferentes operadores de agrega-
cién desde el punto de vista vectorial.

Estudio Comparativo entre Modelos Lingiiisticos Compu-

2.2.4.
tacionales Simbodlicos

Para llevar a cabo uno de los objetivos presentados en el capitulo 1, aqui reali-
zamos un andlisis comparativo entre distintos modelos computacionales simbélicos
que son los que utilizaremos en nuestra investigacién, ya que proporcionan resulta-
dos faciles de interpretar y han sido ampliamente utilizados en toma de decisiones

lingiiistica.
Las caracteristicas que analizaremos son las siguientes:

» Tipo de representacién de la informacion

= Precisién

» Interpretabilidad

Para llevar a cabo este analisis comparativo, en primer lugar se define un problema
de toma de decisiones lingiiistico que se resolvera de forma similar utilizando cada

uno de los siguientes modelos simbdlicos:

» Modelo lingiifstico computacional simbdlico basado en escalas ordinales
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= Modelo lingiiistico computacional simbdlico 2-tupla

= Modelo lingiiistico computacional simbélico basado en términos lingiiisticos

virtuales
= Modelo lingiiistico computacional simbdlico 2-tupla proporcional

A partir de los resultados obtenidos haremos un anélisis comparativo de las carac-

teristicas anteriormente mencionadas.

2.2.4.1. Problema de Toma de Decisién Lingitistico

Por simplicidad, supongamos un problema de toma de decisién lingiiistico en
el que una pequena empresa quiere renovar los ordenadores de sus empleados de
ventas, £ = {ey, ez, e3,e4}, que no son expertos en informatica. Para ello se les
solicita su opinién sobre cudl de las distintas alternativas X = {x1,x9,x3, 24} se

adapta mejor a sus necesidades. El conjunto de alternativas X es el siguiente:

xr1 X9 xs3 T4
PC | Portatil | Netbook | I'mac

Dado que los empleados no son expertos en informatica, sus preferencias tienen
cierta incertidumbre debido a su falta de conocimiento y a que se basan en cono-
cimiento cualitativo. Por tanto, expresan sus preferencias mediante valoraciones
lingiiisticas definidas en el conjunto de términos lingiiisticos S = {Nada(N), Muy
Bajo(MB), Bajo(B), Medio(M), Alto(A), Muy Alto(M A), Per fecto(P)}, y cuya

semantica es mostrada en la Figura 2.15.

Nada Muy Bagjo Bajo Medio Alto Muy Alto  Perfecto

o 0.17 0.33 0.5 0.67 0.83 1

Figura 2.15: Conjunto de 7 etiquetas con su semantica asociada
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Cada empleado proporciona un vector de preferencias lingiiisticas que se recoge
en la Tabla 2.1.

Tabla 2.1: Preferencias de los expertos

alternativas
Hij | T1 1) z3 T4
e1 | B| M M | B
expertos | e | M| B | MB| A
e3s | A| MB| M | M
eq | A A B B

Para resolver este problema utilizaremos el esquema de resolucién de la Figura
2.6 que consta de tres fases, (i) Eleccion de términos lingiisticos con su semdntica,
(ii) Eleccion del operador de agregacion de informacion lingiistica y (iii) Seleccion
de la mejor alternativa dividida a su vez en dos procesos, agregacion y explotacion.
En el proceso de agregacion utilizaremos el operador de agregacion de la media
ponderada cuyos valores tendran el mismo grado de importancia, y en el proceso

de explotacion seleccionaremos la alternativa con mayor valoracién global.

Solucién basada en Escalas Ordinales

De los dos modelos basados en escalas ordinales revisados en la seccién 2.2.3,
utilizaremos el modelo basado en la Combinaciéon Convexa para resolver el proble-
ma de toma de decisién lingiiistico propuesto. Dado que todos los valores tienen
el mismo grado de importancia, el vector de pesos es W=(.25,.25,.25,.25), y para
obtener los valores agregados para cada alternativa utilizaremos la funcién de la

Combinacién Convexa, Eq. (2.6).

Alternativa x;

C*{(.25,.25,.25,.25), (A, A, M,B)} = .25 0 A® .75 ® C3{(.33, .33, .33),
(A, M, B)}

C3{(.33,.33,.33),(A,M,B)} = .33 A® .66 ® C*{(.5,.5), (M, B)}
C?*{(.5,.5),(M,B)} = s, = s3 = M
k2 = min{6,2 + round(0.5(1))} = 3
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C3{(.33,.33,.33), (A, M,B)} = 330 A® .66 0 M = sp, =s3 =M
k3 = min{6, 3 + round(0.33(1))} = 3
C*{(.25,.25,.25,.25), (A, A,M,B)} = 250 A® 750 M = s, = s3 =M
k4 = min{6, 3 + round(0.25(1))} = 3

Alternativa x5
C*{(.25,.25,.25,.25),(A,M,B,MB)} = 250 A® .75 ® C*{(.33,.33,.33),
(M,B,MB)}
C3{(.33,.33,.33), (M, B, MB)} = .33 M @ .66 ® C*{(.5,.5), (B, MB)}
C?*{(.5,.5),(B,MB)} = sy, =s2 =B
k2 = min{6, 1 + round(0.5(1))} =2
C3{(.33,.33,.33),(M,B,MB)} = 330 M @© .66 ® B = s, = sy = B
k3 = min{6, 2 + round(0.33(1))} = 2
C*{(.25,.25,.25,.25), (A, M,B,MB)} = 25 0 A®.T5® B = s, =s3 = M
k4 = min{6, 2 + round(0.25(2))} = 3

Alternativa x3
C*{(.25,.25,.25,.25), (M, M, B,MB)} = .25 0 M @ .75 ® C3{(.33, .33, .33),
(M,B,MB)}
C3{(.33,.33,.33), (M, B, MB)} = .33 M @ .66 ® C*{(.5,.5), (B, MB)}
C?*{(.5,.5),(B,MB)} = s, =so = B
ko = min{6, 1 + round(0.5(1))} =2
C3{(.33,.33,.33),(M,B,MB)} = 330 M ® .66 ® B = s, = sy = B
k3 = min{6,2 + round(0.33(1))} = 2
C*{(.25,.25,.25,.25), (M, M,B,MB)} = 250 M &.750 B = 53, = s = B
k4 = min{6, 2 + round(0.25(1))} = 2

Alternativa x4
C*{(.25,.25,.25,.25), (A, M,B,B)} = 25 0 A® .75 ® C3{(.33,.33,.33),
(M,B,B)}
C3{(.33,.33,.33),(M,B,B)} = 330 M & .66 ® C?{(.5,.5), (B, B)}
C?*{(.5,.5),(B,B)} = s, =so = B
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k2 = min{6, 2 + round(0.5(0))} = 2

C3{(.33,.33,.33),(M,B,B)} = 330 M ® .66 ® B = s, = s = B

k3 = min{6,2 + round(0.33(1))} = 2

C*{(.25,.25,.25,.25),(A,M,B,B)} = 250 A®.T50 B =53, =s3 =M
ks = min{6,2 + round(0.25(2))} = 3

La Figura 2.16 muestra la semantica de los resultados obtenidos con este mo-
delo.

X3 X Xp X,
Nada  Muy Bajo Bajo Medio Alto Muy Alto  Perfecto
0 0.17 0.33 0.5 0.67 0.83 1

Figura 2.16: Resultados del modelo basado en la Combinaciéon Convexa

El orden obtenido para el conjunto de alternativas es el siguiente:

r3 = Bajo < x1 = x9 = x4 = Medio

Por tanto, las mejores alternativas utilizando este modelo basado en la Combina-

cién Convexa es,

X1 = X2 = X4 = Medio

Solucién basada en el Modelo 2-Tupla

Para resolver el problema de toma de decisién lingiiifstico con este enfoque,
primero pasamos las valoraciones lingiiisticas proporcionadas por los expertos a
2-tupla (ver Tabla 2.2).
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Tabla 2.2: Vectores de preferencia transformados a 2-tupla

alternativas
i r1 T2 3 L4
e1 | (B,0) (M,0) (M,0) (B,0)
expertos | ey | (M,0) | (B,0) | (MB,0) | (A,0)
es | (4,0) | (MB,0) | (M,0) | (M,0)
es | (A,0) (A,0) (B,0) (B,0)

Una vez que tenemos las valoraciones transformadas a 2-tupla, utilizamos el
operador de agregacién de la media aritmética (ver Def. 14), ya que las valoraciones

tienen el mismo grado de importancia, y obtenemos los siguientes resultados:

2§ =AG2+3+4+4)) = A(L}) = A(3.25) = (Medio, .25)
75 =AGB+2+1+4)) =A%) = A(25) = (Medio, —.5)
5= A58+ 1+3+2)) =A(2) = A(2.25) = (Bajo, .25)
i =AG2+4+3+2)=A(4) = A(2.75) = (Medio, —.25)

En la Figura 2.17 se muestra la seméntica de los resultados del modelo 2-Tupla.

(Medio, -.5) (Medio, -.25)

(Bajo, .25) (Medio, .25)
Nada  Muy Bajo Bajo\ Medlo /4 Alto Muy Alto  Perfecto
/\1 A\

0 0.17 0.33 0.5 0.67 0.83 1

Figura 2.17: Resultados del modelo 2-Tupla

El orden de las alternativas utilizando este modelo lingiiistico es el siguiente:
= (Bajo, .25) < x9 = (Medio, —.5) < x4 = (Medio, —.25) < x; = (Medio, .25)

y por tanto la mejor alternativa es x3 = (Medio, .25).
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Solucién basada en el Modelo Virtual

Para resolver el problema de toma de decisiéon con este modelo agregamos las
preferencias proporcionadas por los expertos utilizando la media ponderada, que
en este caso al ser las valoraciones igual de importantes coincide con la media

aritmética definida por Xu mediante la siguiente ecuacién:

n
T° = lel Si (221)

n - ESZ?:N
Los valores colectivos obtenidos para cada alternativa son los siguientes:
B+M+ A+ A) = %S(2+3+4+4) = 5513 = S$3.25

M+ B+ MB + A) = {5(3424+144) = §510 = 525

8
%]
L L N L N L N

(
(
(M +MB+ M+ B) = 153111312 = 59 = 52,25
(B+A+ M+ B)= i8(2+4+3+2) = isn = 5275

Dado que los resultados obtenidos no tienen asignada ninguna seméntica ni
sintaxis, no es posible realizar una representacién semantica de los mismos.

El orden obtenido para el conjunto de alternativas es el siguiente:

T3 = 8295 < T2 = S2.5 < Tq4 = S2.75 < T1 = 83.25

y por tanto la mejor alternativa es x3 = s3.25.

Solucién basada en el Modelo 2-Tupla Proporcional

Para resolver el problema de toma de decisién lingliistico con este modelo,
primero tenemos que transformar los valores lingiifsticos a 2-Tupla proporcional
como muestra la Tabla 2.3, y a continuacién aplicar la media aritmética definida
por Wang y Hao (ver Eq. 2.22) para obtener la preferencia colectiva de cada

alternativa.

n

7€ = ﬂ_l(z %ﬂ'<0¢3i7 (1—a)siy1)) =7

=1

S

d i+ (1-a) (2.22)
=1

2§ =71 1(3(r(1B,0M) + m(1M,0A) + (1A, 0MA) + m(14,0M A))) =
=r 132 +3+4+4)) =7"1(3.25) = (1 — 0.25)M,0.254) = (0.75M,0.25A)
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Tabla 2.3: Vectores de preferencia transformados a 2-tupla proporcional

alternativas

i r1 2 3 L4

er | (1B,0M) (1M,0A) (1M,0A) (1B,0M)
expertos | ex | (1M,0A) (1B,0M) | (IMB,0B) | (1A,0MA)
es | (1A,0MA) | AMB,0B) | (1M,04) | (1M,0A)
eq | (1A,0MA) | (1A,0MA) | (1B,0M) (1B,0M)

2§ =11 ($(r(1M,04) + 7(1B,0M) + n(1MB,0B) + m(14,0M A))) =
=7 1(383+2+1+4) =7"125) = ((1-0.5)B,0.5M) = (0.5B,0.5M)

=7 1(3(m(1M,04) + 7(1MB,0B) + m(1M, 0A) + n(1B,0M))) =
=71 3B+1+3+2)=71225) = ((1 —0.25)B,0.25M) = (0.75B8,0.25M)

)
2§ =7 ((r(1B,0M) + (1A, 0MA) + w(1M,04) + (1B,0M))) =
=11 (3(24+4+3+2) =71(2.75) = ((1 — 0.75)B,0.75M) = (0.258,0.75M)

En este modelo no podemos representar la semantica de los resultados obteni-
dos como hemos realizado con el modelo 2-Tupla, ya que sus autores no definieron
la representacion grafica de la proporcién simbdlica.

El orden obtenido para el conjunto de alternativas es el siguiente:

24 = (0.25B,0.75M) < x5 = (0.5B,0.5M) < x5 = (0.75B,0.25M) < z1 = (0.75M,0.25A),
siendo la mejor alternativa la x; = (0.75M,0.25A).

En la Tabla 2.4 podemos observar los resultados obtenidos con los distintos

modelos en el problema de toma de decisién lingiiistico.

Tabla 2.4: Resolucién del problema con distintos modelos simbdlicos

Comb. Conv. | 2-Tupla | Ling. Virtual 2-Tupla Prop

xT1 Medio (M, 25) (S3.25) (075M, 025A)
T2 Medio (M,—.5) (s2.5) (0.5B,0.5M)
x3 Bajo (B, 25) (82.25) (0753, 025M)

71| Medio | (M,—.25) (s2.75) (0.25B,0.75M)
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Aunque la solucién final con los distintos modelos es similar o igual, a continua-
cion realizaremos un analisis comparativo de los resultados obtenidos centrandonos

en las siguientes caracteristicas:

» Tipo de representacién de la informacién (TRI)
= Precisién

= Interpretabilidad

2.2.4.2. Estudio Comparativo

En esta seccién vamos a realizar un analisis de los modelos computacionales
simbdlicos aplicados al problema de toma de decisién lingiiistico, ademads de estu-
diar su adecuacién al Enfoque Lingiiistico Difuso.

La Tabla 2.5 muestra un analisis comparativo centrado basicamente en las tres

caracteristicas mencionadas que pasamos a ver mas detalladamente.

Tabla 2.5: Analisis comparativo de modelos simbélicos

Comb. Conv | 2-Tupla | Lingiiistico Virtual | 2-Tupla Prop.
TRI Difusa Difusa No difusa No difusa
Precisién No Si Si Si
Interpretab. Si Si No Si

» Tipo de representacién de la informacion, TRI

e El modelo basado en la Combinacién Convexa [34] mantiene una re-
presentacién difusa de la informacion lingtifstica, ya que como podemos
observar en la Figura 2.16, los resultados tienen asignada una sintaxis

y una semantica, tal y como define el Enfoque Lingiiistico Difuso.

e El modelo 2-Tupla [67] mantiene la representacién difusa de la informa-
cion lingiliistica, por lo que los resultados obtenidos tienen una sintaxis
y seméntica definida (ver Fig. 2.17) siguiendo el Enfoque Lingiiistico

Difuso.
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e El modelo Virtual [161] obtiene resultados numéricos que pueden estar
fuera del universo del discurso, por lo que no pueden ser representados
lingiiisticamente, ya que no tienen asignados ninguna seméntica ni sin-
taxis. Por tanto, no mantiene la base del Enfoque Lingiiistico Difuso
[142, 167].

e El modelo 2-Tupla proporcional [151] no mantiene una representacion
difusa, ya que utiliza la proporcién de dos etiquetas lingiiisticas conse-

cutivas para representar el resultado.

= Precision

Con la precisién estudiamos la pérdida de informacién que se produce en los

resultados de las operaciones en los procesos de computacion con palabras.

e El modelo basado en la Combinaciéon Convexa realiza normalmente un
proceso de aproximaciéon en los resultados obtenidos en la agregacién,
ya que no coinciden con ninguna etiqueta del conjunto de términos
lingiiisticos. Esto produce pérdida de informacién y por tanto, falta de

precisién en los resultados obtenidos.

e El modelo 2-Tupla sélo puede obtener valores dentro del universo de
discurso de la variable, y garantiza precisién cuando el conjunto de

etiquetas es simétrico y uniformemente distribuido.

e El modelo Virtual es preciso en cualquier conjunto de etiquetas, ya que
no utiliza seméntica alguna y puede obtener valores fuera del universo

del discurso de la variable lingiiistica.

e El modelo 2-Tupla proporcional sélo puede obtener valores dentro del
universo de discurso, y garantiza la precision aunque el conjunto de

etiquetas no sea simétrico ni uniformemente distribuido.
= Interpretabilidad

e El modelo basado en la Combinacion Convexa obtiene resultados faciles

de entender ya que tienen sintaxis y semantica asignada.

e El modelo 2-Tupla obtiene resultados cualitativos faciles de entender e

interpretar.
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e El modelo Virtual sin embargo, obtiene valores pseudo-lingiiisticos difici-
les de entender porque al no tener ni sintaxis ni semantica su tnica

utilidad es la ordenacién.

e El modelo 2-Tupla proporcional es interpretable, pero algo méas comple-
jo que el modelo 2-Tupla, ya que utiliza cuatro valores para representar

una unica valoracion.

De este andlisis destacamos que sélo el modelo basado en la Combinacién Con-
vexa y el modelo lingiiistico 2-Tupla siguen la base del Enfoque Lingiiistico Difu-
S0, ya que mantienen una sintaxis y una semdantica difusa al representar y operar
con términos lingiiisticos. Sin embargo, el modelo lingiiistico 2-Tupla tiene mejo-
res caracteristicas respecto a precision, por lo que de los dos modelos, el modelo
lingiiistico 2-Tupla es méas apropiado para el tratamiento de la incertidumbre, y
cercano al modelo cognitivo de los seres humanos. Mientras que los modelos Virtual
y 2-Tupla proporcional no son modelos simbdlicos tal y como definen sus autores
en [149, 160] porque no mantienen la base del Enfoque Lingiiistico Difuso.

Teniendo en cuenta este analisis comparativo, en los modelos de toma de deci-
siones propuestos en esta investigacién, para realizar los procesos de computacién
con palabras se utilizard el modelo simbdlico clésico, el modelo simbélico basado

en la Combinacién Convexa y el modelo 2-Tupla.

2.2.5. Retos de la Informacién Lingiiistica en Toma de Decisiones
Lingiiistica

Los modelos lingiiisticos computacionales simbdlicos revisados en la seccion an-
terior han proporcionado herramientas para mejorar los procesos de computacion
con palabras respecto a la precisién e interpretabilidad de los resultados obtenidos.
Esto no significa que todos los problemas se puedan modelar y solucionar con estos
modelos. Hasta ahora los resultados obtenidos mediante los modelos lingiiisticos
computacionales simbdlicos son precisos y faciles de entender, sin embargo restrin-
gen a los expertos a utilizar un dnico término lingiiistico del conjunto de términos
lingiiisticos establecido, para valorar las alternativas o criterios en los problemas
de toma de decisiones lingiiisticos.

Uno de los principales retos de estos modelos lingiiisticos computacionales

simbodlicos es enriquecer el vocabulario de expresién tanto para que los exper-
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tos proporcionen sus preferencias, como para expresar los resultados obtenidos en
los procesos computacionales. Estos retos deberian ser alcanzados utilizando como
base el Enfoque Lingiiistico Difuso y manteniendo la simplicidad de los modelos
actuales desde el punto de vista de la interpretabilidad.

En la literatura se han propuesto algunos enfoques [100, 141, 149] que utilizan
mas de un término lingiifstico para valorar alternativas o criterios, sin embargo,
ninguno de ellos proporciona expresiones similares a las expresiones utilizadas por
los expertos en problemas de decisién, y no son cercanos al modelo cognitivo de
los seres humanos. Por tanto, el principal objetivo de esta tesis, indicado en el
capitulo 1, se centra en facilitar la elicitacién de la informacién lingiiistica de los
expertos en situaciones de decision donde hay un alto grado de incertidumbre y
no pueden proporcionar un unico término lingiiistico porque estan pensando en
varios de ellos o en expresiones lingiiisticas més complejas que un simple término
lingiiistico. En el siguiente capitulo presentaremos una propuesta para el modelado
de informacién lingiiistica en contextos dudosos cercanas al modelo cognitivo de

los seres humanos.

2.3. Toma de Decisiones Lingiiistica: Aplicaciones

Para mostrar la importancia de la toma de decisiones lingiiistica en problemas
del mundo real, en esta seccién, se presenta una revision detallada de las distintas
aplicaciones de decisiones publicadas en la literatura entre 2007 y 2012. Estas

aplicaciones han sido organizadas segtin las siguientes areas.

» Gestion de Recursos: La gestion de recursos es realmente una tarea com-
pleja y més ain si tenemos en cuenta la imprecisiéon y subjetividad de la
informacién relacionada con tales problemas. Para ello, se han propuesto en
la literatura diferentes aplicaciones basadas en toma de decisién lingiiistica,
(Tabla 2.6).
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Tabla 2.6: Gestion de Recursos

Aplicaciones Trabajos Ano
Doukas et al. [42] 2007

Doukas y Psarras [41] 2009

Gestion de energia Kahraman et al. [85] 2010
sostenible Kahraman y Kaya [84] 2010
Zhang et al. [183] 2010

Awasthi et al. [7] 2011

Espinilla et al. [45] 2012

Gestién de recursos Fu [52] 2008
del agua Sen and Altunkaynak [136] 2009
Zarghami & Szidarovszky [180] | 2009

Yang et al. [171] 2007

Genevois et al. [54] 2008

Sun et al. [139] 2008

Gestion de recursos Tai et al. [140] 2009
humanos de Andrés et al. [29, 30] 2010
Dursun y Karsak [44] 2010

Balezentis et al. [§] 2012

Gestion del Wang et al. [150] 2007
conocimiento Fan et al. [47] 2009
Situacién de conocimiento Lu et al. [98] 2008

s Servicios basados en Internet: El crecimiento del uso de Internet ha

provocado la necesidad de resolver diferentes problemas relacionados con los

servicios, como por ejemplo, la recuperacién de productos segtiin los gustos

de los clientes, manejar redes sociales en la web 2.0 entre otros. Para tratar

este tipo de problemas se han propuesto diferentes modelos lingiiisticos de

decisién, (Tabla 2.7).
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Tabla 2.7: Servicios basados en Internet

Aplicaciones Trabajos Ano
Recuperacién de Herrera-Viedma et al. [68, 70] 2007
informacién Liu [95] 2009
Pei et al. [126] 2009

Martinez et al. [108] 2007

Martinez et al. [103] 2008

Sistemas de Porcel et al. [128] 2009
recomendacién Castellano and Martinez [19] 2009
Wang [153] 2009

Noguera et al. [117] 2012

Herrera-Viedma et al. [73] 2007

Herrera-Viedma y Lépez-Herrera [69] | 2010

Calidad Web Fan et al. [48] 2011
Zhang [182] 2011

Gramajo y Martinez [57] 2012

Redes sociales Yager [170] 2010

» Evaluacion: La existencia de problemas reales de evaluacién que tratan
con informaciéon imprecisa y vaga se adaptan bastante bien al analisis de
decisién lingiiistica, lo que ha conducido a diferentes propuestas de evaluacién
lingiiistica, (Tabla 2.8).
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Tabla 2.8: Evaluacion

Aplicaciones Trabajos Ano
Evaluacion y seleccién | G. Biiyiikozkan et al. [18] | 2008
de proyectos Halouani et al. [59] 2009
Sénchez et al. [134] 2009

Evaluacién de ingenieria Martinez et al. [106] 2007
Zou et al. [186] 2008

Martinez [102] 2007

Evaluacién sensorial Martinez et al. [105] 2008
Chen et al. [23] 2009

Martinez et al. [104] 2009

Evaluacién de inversiones | Shevchenko et al.[138] 2008
Desarrollo de Fan et al. [46] 2009
nuevos productos Wang [152] 2009
Ngan [116] 2011

» Aplicaciones industriales: Diferentes estrategias de seleccién para proce-

sos industriales han sido manejados mediante modelos lingiiisticos de decisién

debido a la incertidumbre presente en tales procesos, (Tabla 2.9).

= Mads aplicaciones: Ademads de las aplicaciones previas, diferentes modelos

de decisiéon lingiliisticos han sido utilizados en otras aplicaciones como las

siguientes, (Tabla 2.10).
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Tabla 2.9: Aplicaciones industriales

Aplicaciones Trabajos Ano
Chang et al. [21] 2007
Seleccién y evaluacién Li et al. [90] 2007
o Onut et al. [118] 2009
de distribuidores
Zhang et al. [181] 2009
Sanayei et al. [133] 2010
Chou et al. [25] 2008
Seleccién de Oniit et al. [119] 2008
L Anagnostopoulos et al.[4] | 2008
localizacién -
Demirel et al. [37] 2010
Seleccién de material, stock Lin et al. [92] 2007
) Gharehgozli et al. [55] 2008
y sistemas
Lu et al. [99] 2009
Evaluacién de Chuu [26] 2007
flexibilidad industrial Chuu [27] 2009
Tabla 2.10: Mas aplicaciones
Aplicaciones Trabajos Ano
Valoracién de situacién Lu et al. [96] 2008
Mejoras de inversién Glingor et al. [58] 2007
Sistemas de voto Garcia y Martinez [53] | 2009
Wang et al. [154] 2007
Valoracién de Chang y Wen [20] 2010
riesgo Xu et al. [183] 2010
Fan et al [49] 2012
Yanbing et al. [81] 2012




Capitulo 3

Modelado de Informacion
Linguistica en Contextos

Dudosos

Una vez revisado el Enfoque Linglifstico Difuso y los modelos lingiiisticos
computacionales mas utilizados en toma de decisiones lingiiistica, y dado que en
la motivacion de la memoria se indicé la necesidad de modelar multiples términos
lingiiisticos en situaciones de decision donde hay un alto grado de incertidumbre,
en este capitulo se introduce el concepto de Conjunto de Términos Lingiiisticos
Difusos Dudosos (CTLDD), que permite modelar multiples términos lingtiisticos
cuando los expertos dudan entre varios de ellos, y se define una gramatica libre de
contexto que genera expresiones lingiiisticas comparativas similares a las utiliza-
das por los expertos en problemas de toma de decisiones. Finalmente, se presenta
una serie de propiedades y operadores para realizar procesos de computacién con
palabras con CTLDD.

3.1. Introduccion

Normalmente la complejidad que aparece en los problemas de toma de decisio-
nes se debe a la incertidumbre que envuelve a las alternativas y el conocimiento
de los expertos. Se han realizado muchas investigaciones en toma de decisiones,

siendo uno de los principales topicos el tratamiento y modelado de la incertidum-
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bre de los distintos tipos de informacién que pueden utilizar los expertos para
proporcionar sus preferencias tales como, variables lingiifsticas [71], valores inter-
valares [80], conjuntos difusos dudosos [144], conjuntos difusos tipo-2 [148], etc.
Nuestra investigacion se centra en problemas de toma de decisiones definidos en
contextos lingiifsticos con alto grado de incertidumbre [107] donde es habitual que
los expertos utilicen informacion lingliistica para expresar sus preferencias. El uso
de informacién lingiiistica ha proporcionado resultados fiables y satisfactorios en
este tipo de problemas de toma de decisién [156]. Sin embargo, diferentes autores
han indicado que es necesario realizar algunas mejoras en los modelos lingiiisticos

100, 141]:

= La mayoria de los modelos lingiiisticos manejan términos lingiiisticos previa-

mente definidos impidiendo de esta forma utilizar otras expresiones.

= Los expertos estan limitados para expresar sus preferencias utilizando un
unico término lingiiistico, por lo que algunas veces no pueden reflejar lo que

ellos exactamente quieren.

Para evitar estas limitaciones, en la literatura se han propuesto diferentes enfo-
ques. Wang y Hao [149] propusieron el uso de la 2-tupla lingiiistica proporcional que
proporciona la posibilidad de utilizar proporciones de 2 términos lingiiisticos con-
secutivos. Ma et al. [100] desarrollaron otro modelo lingiifstico para incrementar la
flexibilidad de las expresiones lingiiisticas mediante la unién de diferentes términos
lingiifsticos para obtener un término sintetizado. Tang y Zheng [141] introdujeron
también un modelo lingiiistico que maneja expresiones lingiiisticas construidas me-
diante conectivas légicas (—, V, A, —>) y relaciones difusas que miden la similitud
entre términos lingiiisticos.

Estos modelos lingiiisticos permiten proporcionar expresiones mas ricas y flexi-
bles que simples términos lingiiisticos, pero no son similares a las expresiones que
habitualmente utilizan los expertos en problemas de decisién, o no tienen definida
una formalizacién para obtener dichas expresiones.

Por tanto, en este capitulo se introduce un nuevo modelo lingiiistico que permi-
te representar multiples términos lingiiisticos y facilita los procesos de computacién
con palabras. Ademds, se introduce una herramienta para generar expresiones cer-

canas al modelo cognitivo de los seres humanos y propias de la toma de decisiones.
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El modelo propuesto sigue el Enfoque Lingiistico Difuso [175, 176, 177] y extiende
la idea base del concepto Conjuntos Difusos Dudosos [144] a contextos lingiiisticos.

A continuacién se revisa brevemente los Conjuntos Difusos Dudosos.

3.2. Conjuntos Difusos Dudosos

Este concepto fue propuesto por Torra [144] para resolver situaciones de duda
en contextos cuantitativos, donde los expertos pueden dudar entre varios valores
para establecer el grado de pertenencia de un elemento a un conjunto difuso.

La razén para que Torra [144] introduzca el concepto de Conjunto Difuso Du-
doso es porque en contextos con informacién difusa “cuando un experto expresa el
grado de pertenencia de un elemento, puede tener dificultad para establecer dicho
grado, no porque exista un margen de error (como en los conjuntos difusos intui-
cionistas), o alguna distribucion de posibilidad (como en conjuntos difusos tipo-2)
en los posibles valores, sino porque duda entre un conjunto de posibles valores” .

Por ejemplo, supongamos un problema de evaluacién sensorial en el que un
experto tiene que valorar el grado de afrutado de una muestra de aceite de oliva
y duda entre varios valores para dicha muestra. En este caso podria utilizar un
conjunto difuso dudoso para expresar su valoracién, {0.4,0.6,0.7}.

A continuacién se introduce la definicién formal de Conjunto Difuso Dudoso y

algunas operaciones basicas que Torra definié sobre dichos conjuntos.

Definicién 27 [1/4] Sea X un conjunto de referencia, un conjunto difuso dudoso

en X es una funcion h que devuelve un subconjunto de valores en el intervalo [0,1]:
h:X — P([0,1])

Sea X un conjunto de referencia, Torra definié el conjunto difuso vacio, el

conjunto difuso completo y un conjunto para representar la completa ignorancia:
= Conjunto vacio: h(z) = {0} Vx € X.
= Conjunto completo: h(z) = {1} Vz € X.
» Completa ignorancia para z € X: h(z) = [0,1].

Un conjunto difuso dudoso también puede ser definido en términos de la unién

de sus grados de pertenencia, como a continuacién se indica.




74 3.2. Conjuntos Difusos Dudosos

Definicién 28 [144] Sea M = {u1, 2, ..., in} un conjunto de n funciones de

pertenencia, el conjunto difuso dudoso asociado a M, hys, es definido como:

has : M — P([0,1])
har(z) = | {ne)}

neM
Diferentes propiedades y operaciones de los conjuntos difusos dudosos [144]

fueron también definidas. A continuacién se revisan brevemente algunas de ellas.

Definicién 29 [144] Dado un conjunto difuso dudoso h, su limite inferior y su-
perior es,
h™(xz) = min h(x)

ht(x) = max h(z)

Definicién 30 [1/4] Sea h, un conjunto difuso dudoso, su complemento se define

como sigue,

he)= |J {1-

YER(z)
Proposicién 1 [144] El complemento es involutivo
(he) = h

Definicién 31 [1/4] Sea, h1 y ha, dos conjuntos difusos dudosos, su unidn es

definida como,

(h1 Uho)(xz) = {h € (hi(x) U ha(x))/h > max(hy,hy )}

Definicién 32 [1/4] Sea, hy y ho, dos conjuntos difusos dudosos, su interseccion

es definida como,

(h1 N ha)(x) = {h € (h1(x) N ha(z))/h < min(hi, h3)}

Definicién 33 [144] Sea h, un conjunto difuso dudoso, la envoltura de h, Agny(n),

es definida como,

Aem;(h) = {37, NA(x)ﬂ I/A(IB)}
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donde Ay (p) es el conjunto difuso intuicionista [6] de h con py v definido como
sigue,
pa(r) =h-(x)
va(xr) =1—hT(2)

Una posible aplicacion de conjuntos difusos dudosos es en problemas de toma
de decisién definidos en contextos cuantitativos [145], donde los expertos pueden
dudar entre diferentes valores para expresar sus preferencias sobre las alternativas
o criterios. Paro ello, es necesario definir operadores de agregacién que permi-
tan agregar conjuntos difusos dudosos. Por esta razén, Torra y Narukawa [145]
propusieron una funcién O, para extender las operaciones de conjuntos difusos a

Conjuntos Difusos Dudosos.

Definicién 34 [145] Sea © una funcion © : [0,1]Y — [0,1] y H un conjunto de
N conjuntos difusos dudosos en el conjunto de referencia X. La extension de ©

en H es definida para cada v € X mediante:

On(T) = Uyefhy (@)x...xhy (2)}

A continuacién se presenta un ejemplo de la extensién de la Media Aritmética

aplicando la definicién previa.

Ejemplo 9 Sea hy = {0.5,0.6,0.7} y ho = {0.5,0.6} dos conjuntos difusos dudo-
sos, la Media Aritmética (M A), de hy y hg es definida como sigue:

MAp, hy = YUse(h(@)x...xhy (@) M A7)} = {MA(0.5,0.5)} U {MA(0.5,0.6)} U
{MA(0.6,0.5)} U {MA(0.6,0.6)} U {MA(0.7,0.5)} U {MA(0.7,0.6)} = {0.5} U
{0.55} U {0.6} U {0.65} = {0.5,0.55,0.6,0.65}

Esta funcién de extensién fue aplicada en la resolucién de problemas de toma

de decisiones multicriterio multiexperto [145].

3.3. Modelado de Duda en Contextos Cualitativos: Con-

juntos de Términos Lingiisticos Difusos Dudosos

De forma similar a las situaciones descritas y manejadas por conjuntos difusos

dudosos en [144], donde un experto puede considerar varios valores para definir una
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funcién de pertenencia, en contextos cualitativos puede suceder que los expertos
duden entre varios valores para valorar una variable lingiiistica.
Veamos un ejemplo para entender mas facilmente la necesidad de modelar

multiples términos lingliisticos en contextos dudosos.

Ejemplo 10 Supongamos que un comité evaluador formado por tres especialistas
en arte E = {e1, ea, e3}, tiene que proporcionar sus preferencias para elegir el mejor
cuadro de una exposicion. La exposicion consta de 30 cuadros de los cuales 3 han si-
do seleccionados por votacion publica. Los expertos deben evaluar los 8 cuadros ele-
gidos por el publico X = {x1,x9,x3}, mediante el conjunto de términos lingiisticos
S = {Nada, Muy Bajo, Bajo, Medio, Alto, Muy Alto, Per fecto}, siendo el con-
Junto de criterios a evaluar C' = { Armonia, Color, Textura, Movimiento, Contraste,
Equilibrio}. Cada experto tiene una especialidad en arte, tal y como muestra la
Tabla 3.1. Por lo que a cada experto le resulta mas facil evaluar los criterios aso-
ctados a su especialidad que el resto de criterios, en los que podria dudar entre

varios términos lingiisticos (ver Fig. 3.1).

Tabla 3.1: Especialidades de los expertos

Experto Especialidad

experto e; | Colorometria

experto e | Dinamismo

experto es Fotometria

Asi por ejemplo, el experto ey especialista en colorometria, no tiene ninguna
duda al aportar su valoracion sobre los criterios Color, Textura y Contraste, y
utiliza un unico término lingliistico. Sin embargo, al expresar su preferencia sobre
el criterio Movimiento duda entre varios términos lingiisticos { Alto, Muy Alto},

igual le sucede con los criterios Armonia y Equilibrio.

En estas situaciones de decision donde hay un alto grado de incertidumbre, los
expertos dudan entre diferentes términos lingtiisticos y les gustaria utilizar expre-
siones lingiiisticas mas complejas que no pueden ser construidas en los enfoques
lingliisticos clasicos. Esta limitacion se debe al uso de términos lingiiisticos defini-

dos a priori y porque la mayoria de los enfoques lingiiisticos modelan la informacion
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Alternativas
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Figura 3.1: Premio al mejor cuadro

usando sélo un término lingiiistico. Para evitar esta limitacién, en la literatura se
han presentado diferentes propuestas [100, 141, 149] que proporcionan expresiones

lingtifsticas mas flexibles que pueden incluir mas de un término lingtiistico.

Tang y Zheng introdujeron en [141] un enfoque lingiiistico que permite cons-
truir expresiones lingiiisticas a partir de un conjunto de términos lingiiisticos .S,
utilizando conectivas légicas (V, A, —, —), cuya seméntica es representada median-
te relaciones difusas que describen el grado de similitud entre términos lingiiisticos.
El conjunto de todas las expresiones lingiiisticas es denotado como LE y se define

recursivamente como,

1. Ly e LEparat=1,...,n

2. Sif,¢ € LE entonces —0,0V ¢,0 N p,0 — ¢ € LE

Ejemplos de expresiones lingiiisticas en LE generadas a partir de S podrian

ser:

—AltoV Medio
Medio N\ Alto

Como vimos en 2.2.3.6, Wang y Hao propusieron en [149] un modelado lingiiisti-
co basado en la proporcién de dos términos lingiiisticos consecutivos representado

mediante valores 2-tupla para expresar expresiones lingiifsticas. Un valor 2-tupla
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proporcional tiene un término lingilistico en cada 2-tupla, que representa la in-
formacién lingiiistica, y un valor numérico que representa su proporciéon en la
expresion lingiiistica.

Ejemplos de expresiones lingiiisticas basadas en 2-tupla proporcional en S son:

{(Alto,0.25), (Muy Alto,0.75)}

{(Bajo,0.37), (Medio,0.63) }

Ma et al. desarrollaron en [100] un modelo lingiiistico que incrementa la flexi-
bilidad de las expresiones lingiiisticas mediante multiples términos lingiiisticos que
son integrados en “comentarios sintetizados”. En este enfoque no existen reglas
que fijen la sintaxis de los comentarios sintetizados obtenidos a partir de multiples

términos lingiiisticos (ver Tabla 3.2):

Tabla 3.2: Comentarios sintetizados

Nada | Muy Bajo | Bajo | Medio | Alto | Muy Alto | Perfecto Comentario

0 0 1 1 0 0 0 Normalmente

0 0 0 0 0 1 1 Excelente

Debido al uso de varios términos lingiiisticos en los comentarios sintetizados,
las operaciones con tales términos estan basadas en un modelo difuso y medidas

de determinancia y consistencia de los términos lingiiisticos.

A pesar de que estas propuestas mejoran la flexibilidad para proporcionar ex-
presiones lingiiisticas, presentan el problema que no son cercanas al modelo cog-
nitivo de los seres humanos, o bien no formalizan la obtencién de las expresiones
lingiiisticas.

Para solventar dicha limitacion, presentamos el concepto de CTLDD que per-
mite modelar multiples términos lingiiisticos, y definimos una gramaética libre de
contexto que permite generar formalmente expresiones lingiiisticas comparativas
similares a las expresiones utilizadas por los expertos, en problemas de toma de

decisiones, cuya base de representacién seran dichos CTLDD.
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3.3.1. Conjuntos de Términos Lingiiisticos Difusos Dudosos

A continuacion se introduce el concepto de CTLDD y algunas operaciones

bésicas para operar con ellos.

Definicién 35 [129] Sea S = {so,...,s4} un conjunto de términos lingiisti-
cos, un CTLDD Hg, se define como un subconjunto finito ordenado de términos

lingtisticos consecutivos de S.
Hg = {si,8i41,...,5;},tal que s, € S, ke {i,...,j}

Sea S = {sg,51,...,8¢} un conjunto de términos lingiiisticos y ¥ una variable

lingiifstica, el CTLDD vacio y completo se definen como siguen:
i) CTLDD vacio: Hg(?) = {}
ii) CTLDD completo: Hg(d) = S

Cualquier otro CTLDD debe estar formado al menos, por un término lingiiistico

del conjunto de términos lingiiisticos S.

Ejemplo 11 Sea S = {Nada, Muy Bajo, Bajo, Medio, Alto, Muy Alto, Per fecto}
un conjunto de términos lingtisticos, y ¥ una variable lingiistica, un CTLDD
Hg(9) podria ser,

Hg(9) = {Alto, Muy Alto, Per fecto}

Hg(¥) = {Muy Bajo, Bajo, Medio}

Para poder operar con CTLDD es necesario definir algunas operaciones basicas
que a continuacién se introducen.

Sea S = {s0, 51,...,54} un conjunto de términos lingiiisticos, y Hg, Hé y Hg
tres CTLDD.

Definicién 36 [129] Para obtener el limite superior e inferior de un CTLDD,

Hg, se definen los operadores, upper bound, Hg+, y lower bound, Hg- como sigue,
i) Hgtr = mam(si) = Sj, 8; € Hg ys; < S Vi

ii) Hg- = min(s;) = sj, s; € Hg y si > s; Vi
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Definicién 37 [129] El complemento de un CTLDD Hg, se define como sigue,
Hi=S—Hg={si/si€Sys; & Hg}
Proposicion 2 El complemento de un CTLDD es involutivo,
(HE)° = Hy

Demostracion
Utilizando la definicion del complemento de un CTLDD,

(HS)C =S — HS =S — (S — Hg) = Hg

Definicién 38 La negacion de un CTLDD Hg = {si, Si+1...,5;j}, se define como
sigue,

Hisz {Sk/Vk S HS}

dondek={9—j,g— (G —1),9—(—2),...,9—1}} yg+1 es la granularidad del

conjunto de términos lingiisticos S.

Definicién 39 [129] La interseccion de dos CTLDD, HL and H? es definida como

se indica a continuacion,

Hi{NH: = {s;/s; € H: y s; € H%}

El resultado de esta operacion es otro CTLDD.

Definicién 40 [129] De la misma forma podemos definir la union entre dos CTLDD,
Hé Y Hg,
HYUHE = {s;/s; € H} or s; € H2}

Si HY N H% # 0, entonces HY U H es un CTLDD.

También es posible definir los operadores de minimizacién y maximizacién de

CTLDD como definimos a continuacion.

Definicion 41 El operador de mazimizacion de dos CTLDD Hé Y Hg se denota
como H}Q Vv Hg y se define como sigue,

HY{v HE = {max{s;,s;} :s; € HS,s; € H}
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Definicion 42 FEl operador de minimizacion de dos CTLDD Hé Y Hg se denota
como Hé A Hg y se define como sigue,

HY A HE = {min{si,s;} : s; € H,s; € H&}

Veamos un ejemplo de cada una de las operaciones definidas para entender

mejor su funcionamiento.

Ejemplo 12 Sea S = {sp : Nada,s, : Muy Bajo,ss : Bajo,ss : Medio,sy :
Alto, s5 : Muy Alto, s : Perfecto} un conjunto de términos lingiiisticos, y Hg, =
{Muy Bajo, Bajo, Medio} y Hg, = { Alto, Muy Alto} dos CTLDD en S.

Hgy = max(MB,B, M) ={M}

Hg- = min(MB, B, M) = {MB}

HY =S — Hg, = {N,MB, B, M, A, MA, P} — {MB, B, M} = {N, A, MA, P}
Hg, = {86-3,56-2,56-1} = {83, 84,85} = {M, A, MA}

Hs, UHg, = {MB,B,M}U {A, MA} = {MB, B, M, A, M A}

Hg, N Hs, = {MB,B,M}N{A,MA} =0

Hg, V Hg, = {max{M B, A}, max{M B, M A}, max{B, A}, max{B, M A},
ymaz{M, A}, maz{M,MA}} = {A, MA}

Hgs, NHg, = {min{M B, A}, min{ M B, M A}, min{B, A}, min{B, M A},
ymin{M, A}, min{M,MA}} = {MB, B, M}

Para facilitar los procesos de computacion con palabras con CTLDD se intro-

duce el concepto de envoltura de un CTLDD.

Definicién 43 [129] La envoltura de un CTLDD, env(Hg), es un intervalo lingiisti-

co cuyos limites son obtenidos mediante el limite superior e inferior,

GTLU(Hs) = [HS*7HS+]7 HS* <= HS+
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Ejemplo 13 Sea S = {so : Nada,s, : Muy Bajo,ss : Bajo,ss : Medio,sy :
Alto, s5 : Muy Alto, s¢ : Perfecto} un conjunto de términos lingiisticos, y Hg =
{Muy bajo, Bajo, Medio} un CTLDD de S, su envoltura es,

Hg- (Muy bajo, Bajo, Medio) = Muy Bajo
Hg+ (Muy bajo, Bajo, Medio) = Medio

env(Hg) = [Muy Bajo, Medio

Segun el esquema basico de resolucién de un problema de toma de decisiones,
en la fase de explotacion, el conjunto de alternativas se ordena para seleccionar la
mejor como solucién al problema. Por tanto, para poder establecer un orden entre
CTLDD se introduce la definicién de comparacion de dos CTLDD.

Definicién 44 Sea H} y HZ dos CTLDD y 9 una variable lingiiistica, la compa-
racion entre Hé Y Hg se define mediante la envoltura de ambos C'TLDD haciendo

uso de la operativa simbolica.
HL(W) > HZ(Y) siy sdlo si env(HE(Y)) > env(HA(W))
HL(W) = HZ(Y) siy sdlosi env(HE(W)) = env(HA(Y))

Como podemos observar, el proceso de comparacion de dos CTLDD se reduce
a la comparacion entre intervalos. En el Apéndice A se revisan diferentes enfoques
para comparar intervalos y se muestra cudl es el mas adecuado para comparar

CTLDD.

3.3.2. Propiedades de los CTLDD

Las operaciones union e interseccién tienen algunas propiedades que a conti-
nuacién revisamos.
Sea H}, HZ and HJ tres CTLDD y S = {sg, s1, . . ., S¢} un conjunto de términos

lingiiisticos.

1. Propiedad conmutativa

HyUHE=Hg U Hg
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Hg N Hg=HZ N Hg

Demostracion de la propiedad conmutativa con la operacion de la union

=

Sea s; € S un valor lingtiistico, s; € H é U Hg, entonces por la definicién de
union, s; € Hé 0 8; € Hg,

sis; € Hg 0s8; € Hé, entonces s; € Hg UH%

=

Sea s; € Hg U Hé, entonces s; € H% 0s8; € Hé,

sis; € Hé« 0s; € Hg, entonces s; € Hé UH%

La demostracién de la propiedad conmutativa con la operacién de la inter-

seccion serfa similar a la de la union.

2. Propiedad Asociativa
H{U(H2ZUH3)=(H}UH2)UH?
HY 0 (H3 1 HY)=(HY 0 H) 0

Demostracion de la propiedad asociativa con la operacion de la union

=

Sea s; € S un valor lingiifstico, s; € Hé U (ng U Hg) entonces, s; € H}g o
s; € H3U H3.

En el segundo caso, s; € Hé% 08; € Hg, por tanto,

sis; € HéUHé 0S; € Hg’, entonces s; € (Hé UH%) UHg

<~

Sea s; € (Hé U Hg) U Hg entonces, s; € H;w U Hg 0 8; € Hg En el primer
caso, §; € Hé 08 € Hg, por tanto, si s; € H}g 0s; € HL% U Hg’, entonces
s; € HYU(HZUH?)

De forma similar se puede demostrar la propiedad asociativa en la intersec-
ciéon de CTLDD.




3.3. Modelado de Duda en Contextos Cualitativos: Conjuntos de
84 Términos Lingiiisticos Difusos Dudosos

3. Propiedad distributiva
FA 0 (HRU HY)=(I5 1 ) U () 0 173)
HAU (31 HY)=(H5 U ) 1 (U )

Demostracion de la propiedad distributiva con la operacion de la union

=

Sea s; € (Hé U Hg) N Hg, entonces s; € Hé U Hg y 8 € Hg Por tanto,
siEHéosiEHg.

Sis; € Hé, entonces s; € Héw ﬂHg’

Sis; € H?q, entonces s; € Hg N Hf’q

De este modo, s; € HéﬂHg 0Ss; € H§QH3, tenemos que, s; € (HéﬁHg) U
(H§ N H3)

P

Sea s; € (HLNH2) U (H2N HZ). Entonces s; € H-NH2 o s; € HAN H3.
En el primer caso, s; € Hé, entonces s; € Hé U Hg, por tanto s; € (Hé U
HZ)n HS.

En el segundo caso, s; € Hg, entonces s; € Hé U Hg, por tanto s; € (Hé U
HI)nH?

La propiedad distributiva puede ser demostrada de igual forma con la ope-

racién de la interseccion.

El concepto de CTLDD nos permite manejar la duda con la elicitacion de
preferencias en contextos cualitativos. Sin embargo, en problemas de toma de de-
cisiones donde hay un alto grado de incertidumbre, los expertos que dudan entre
varios términos lingiiisticos no suelen utilizar multiples términos lingiiisticos para
expresar sus preferencias, sino expresiones lingiiisticas comparativas cercanas al
proceso cognitivo de los seres humanos. Por tanto, para facilitar la expresion de
preferencias lingiiisticas en situaciones de duda, proponemos el uso de gramadticas
libres de contexto que formalizardn la creacién de expresiones lingiiisticas y cuya

representacion seran los CTLDD.
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3.4. Elicitacion de Expresiones Lingiiisticas Compara-

tivas

Como hemos comentado anteriormente, en situaciones dudosas donde los ex-
pertos tienen que expresar sus preferencias sobre alternativas o criterios, éstos no
suelen enumerar multiples términos lingiiisticos, sino que utilizan expresiones mas
complejas similares a las expresiones lingiiisticas utilizadas por los seres humanos.
Saaty en [132] propuso una idea bdsica para mejorar la expresividad de la infor-
macién de los expertos que participan en problemas de toma de decisiones. En
esta idea Saaty asociaba una expresion lingiiistica a cada valor numérico. Nues-
tra vision es utilizar el Enfoque Lingiiistico Difuso y los CTLDD para mejorar la
elicitacién de informacién lingiiistica.

Siguiendo con el Ejemplo 3.1, supongamos que el miembro del comité evaluador
e1 especialista en colorometria, tiene que expresar sus preferencias sobre el conjunto
de criterios C = {Armonia, Color, Textura, Movimiento, Contraste, Equilibrio}
para el cuadro z1. Dado su conocimiento, puede que al valorar determinados cri-
terios, como por ejemplo, para el criterio Movimiento dude entre los términos,
{Alto, Muy Alto, Per fecto}. En este caso, lo habitual seria que proporcionase su
preferencia mediante expresiones lingiiisticas, tales como, “mayor que Medio” o “al
menos Alto”. Este tipo de expresiones son habituales en los expertos al expresar
sus preferencias en este tipo de situaciones de decisién.

Partiendo de esta idea bésica y teniendo en cuenta nuestro objetivo de mejorar
la flexibilidad de la elicitacién de la informacién lingiiistica, en esta seccién se pre-
senta una herramienta que permite generar expresiones lingiiisticas comparativas
cercanas al modelo cognitivo de los seres humanos y su representacion mediante
CTLDD.

3.4.1. Gramatica Libre de Contexto

Una de las herramientas méas utilizadas en Ciencias de la Computaciéon para
generar expresiones lingliisticas son las gramdticas libres de contexto [24, 75]. Las
gramadticas libres de contexto fueron introducidas por N. Chomsky [24] como una
forma de describir lenguajes naturales de programacién, y aunque esta posibilidad

no ha llegado a cumplirse, a medida que en las Ciencias de la Computacién el uso de
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conceptos definidos recursivamente se ha multiplicado, se ha tenido la necesidad de
emplear las gramédticas libres de contexto como una forma de describir instancias
de estos conceptos.

En esta memoria las gramaticas libres de contexto se utilizan para generar ex-
presiones lingiiisticas comparativas que puedan ser utilizadas por los expertos para
expresar sus preferencias en problemas de toma de decisiones. A continuacién, se
introduce el concepto de gramatica libre de contexto, y posteriormente se defi-
ne una gramatica libre de contexto que permite generar expresiones lingliisticas

comparativas.

Definicién 45 Una gramdtica libre de contexto G, es una 4-tupla (Vn,Vp, I, P),
donde Vi es el conjunto de simbolos no terminales, V1 es el conjunto de simbolos
terminales, I es el simbolo inicial de la gramdtica, y P son las reglas de produccion
definidas en la Forma Normal de Backus Extendida [75]. La eleccion de estos

cuatro elementos determinard la forma del conjunto de expresiones lingiiisticas.

El lenguaje generado por G debe ser lo suficientemente amplio para que pueda des-
cribir cualquier situacién del problema. Segin las observaciones de Miller [115], el
lenguaje generado no tiene que ser infinito, sino mas bien facilmente comprensible.

Manteniendo en mente nuestro objetivo de mejorar la flexibilidad de la elicita-
cion de la informacién lingiiistica de los expertos, aqui se define una gramatica libre
de contexto basica G, que nos permitird generar expresiones lingiiisticas compa-
rativas similares a las expresiones utilizadas por los seres humanos en problemas

de toma de decisiones lingiiisticos.

Definicién 46 [129] Sea Gg una gramdtica libre de contexto y S = {so,...,54}
un conjunto de términos lingiisticos. Los elementos de Gy = (Vn,Vp,I, P) son
definidos de la siguiente forma:

Vi = {(término primario), (término compuesto), (relacion unaria),
(relacion binaria), (conjuncion)}

Vr = {menor que, mayor que,al menos,como mucho, entre,y, s, s1,...,Sg}

IeVy

Las reglas de produccion son definidas mediante la forma extendida de Backus
Naur, en la que la utilizacion de paréntesis indica elementos opcionales y el simbolo
| indica elementos alternativos [75]. Las reglas de produccion para la gramdtica libre

de contexto, Gy, son las siguientes:
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P = {I ::= (término primario)|(término compuesto)
(término compuesto) ::= (relacion unaria)(término primario)|

(relacion binaria)(término primario){conjuncion)(término primario)

(término primario) ::= sg|s1|...|sq

(relacion unaria) ::= menor quelmayor quelal menos|como mucho
(relacion binaria) ::= entre

{conjuncion) ::= y}

Atendiendo a la definicién de la gramatica libre de contexto debemos realizar

las siguientes observaciones:

= La “relacién unaria” presenta algunas limitaciones. Si el simbolo no terminal
es “menor que”, entonces, el “término primario” no puede ser sg, y si el
simbolo no terminal es “mayor que”, entonces el “término primario” no puede

S€r Sg.

» De igual forma, si el simbolo no terminal es “al menos”, entonces, el “término
primario” no puede ser sy, y si el simbolo no terminal es “como mucho”,

entonces el “término primario” no puede ser sg.

= En la “relacién binaria”, el “término primario” del lado izquierdo debe ser

menor que el “término primario” del lado derecho.

Ejemplo 14 Sea S = {Nada, Muy Bajo, Bajo, Medio, Alto, Muy Alto, Per fecto}
un conjunto de términos lingiiisticos, algunas expresiones lingiisticas generadas
mediante la gramdtica libre de contexto Gy, podrian ser las siguientes:

I, = Alto

llo = menor que Bajo

lls = mayor que Alto

lly = al menos Alto

lls = como mucho Bajo

llg = entre Medio y Muy Alto

El uso de las expresiones lingiifsticas generadas por G'gy mejora la expresividad
de los expertos para aportar sus preferencias sobre alternativas o criterios cuando

dudan entre varios términos lingiifsticos.
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Dada la flexibilidad que aporta la definicién de una gramatica libre de contexto,
la definicién de los elementos y reglas de produccién que se utilizan para generar
las expresiones lingiiisticas comparativas dependeran del problema especifico que

se esté tratando.

3.4.2. Expresiones Lingiiisticas Comparativas para Toma de De-
cisiones basadas en CTLDD

Una vez definida la gramética libre de contexto G, que nos permite gene-
rar las expresiones lingiifsticas comparativas como las usadas por los expertos en
problemas reales de toma de decisiones, a continuacién vamos a mostrar cémo el
uso de CTLDD permite la representacién de la duda de los expertos entre multi-
ples términos lingiiisticos, y por tanto, facilita los procesos computacionales con
dicha informacién. Para ello, definiremos una funcién de transformacién Eg,,, que

convierte las expresiones lingiiisticas comparativas en CTLDD.

Definicién 47 [129] Sea E¢,, una funcidn que transforma las expresiones lingiisti-
cas comparativas Ul obtenidas mediante la gramdtica libre de contexto Gy, en
CTLDD Hg, donde S es el conjunto de términos lingiiisticos utilizado por G,

y Sy es el conjunto de expresiones lingiisticas generadas mediante Gp.
EGH : S” — Hs

La transformacién de las expresiones lingiifsticas comparativas en CTLDD
dependera de las expresiones que genere la gramatica libre de contexto Gp. A
continuacién se introduce la transformacién de las expresiones generadas por la

gramatica libre de contexto basica G, definida en la Def. 46.
» Eq,(si) = {si/si €S}
» Egq, (menor que s;) = {s;/s; € Sy s; < s;}
» Eg, (mayor que s;) = {s;j/s; € Sy s; > s;}
» Eg,(al menos s;) = {sj/s; € Sy sj > s;}
» Eg, (como mucho s;) = {s;j/s; € Sy s; < s;}

» Eg, (entre s;y sj) = {sp/sk € Sy si <sp < s}
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Con la definicién de la funcién de transformaciéon Eg,,, es facil comprender
la representacion de las expresiones lingiiisticas comparativas Sy en CTLDD. La
Figura 3.2 muestra graficamente la representacion de las diferentes expresiones
lingiifsticas comparativas.

como mucho s;

al menos S;

S s, S

entre s;y S

S = s, S

Figura 3.2: Expresiones lingiiisticas representadas mediante CTLDD

Ejemplo 15 Utilizando las expresiones lingiiisticas comparativas generadas en el
Ejemplo 14, es decir, Uy, s, ll3,lly, s and llg, sus transformaciones en CTLDD

utilizando la funcion de transformacion Eg,, son las siguientes:

Eq, (Alto) = {Alto}

Gy (menor que Bajo) = {Nada, Muy Bajo}

Gy (mayor que Alto) = {Muy Alto, Per fecto}

Gy (al menos Alto) = {Alto, Muy Alto, Per fecto}
(
(

& =&

Eg,, (como mucho Bajo) = {Nada, Muy Bajo, Bajo}
Eq, (entre Medio y Muy Alto) = {Medio, Alto, Muy Alto}

Siguiendo con el Ejemplo 10, si el experto e; duda entre varios términos
lingiiisticos para valorar algunos criterios, podria utilizar las expresiones lingiiisti-

cas comparativas generadas por la graméatica libre de contexto Gy,

1} = al menos Alto
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y mediante la funcién de transformacién E¢g,, dichas expresiones se transformarian
en CTLDD, para poder realizar los procesos de computacién con palabras necesa-

rios en el proceso de resolucién del problema de toma decisién definido.




Capitulo 4

Modelos de Toma de Decisiones
en Grupo con Expresiones

Linguisticas Comparativas

La complejidad y el impacto de los problemas de toma de decisiones en el
mundo real han conducido a considerar miltiples puntos de vista, dando lugar
a problemas de toma de decisiones en grupo, en los que un grupo de expertos
proporciona sus preferencias para alcanzar una solucién comtn. Normalmente en
este tipo de problemas la informacién es vaga e incierta. El uso de informacion
linglifstica ha proporcionado resultados fiables y satisfactorios en este tipo de pro-
blemas, aunque algunas veces esta limitado, ya que los modelos lingiiisticos utilizan
términos lingiifsticos simples y predefinidos que restringen la elicitacion de prefe-
rencias de los expertos. En contextos lingiiisticos con alto grado de incertidumbre,
es habitual que los expertos duden entre varios términos lingiiisticos y necesiten
expresiones lingiiisticas mas complejas para expresar su conocimiento de una forma
mas precisa. Sin embargo, en estas situaciones, los enfoques lingiiisticos de toma
de decisiones en grupo no proporcionan ningun modelo que haga més flexible la
elicitacién de preferencias lingiiisticas.

Por tanto, en este capitulo se proponen 2 modelos de toma de decisiones en
grupo, donde los expertos pueden expresar sus preferencias mediante términos
lingiiisticos simples, o en caso de ser necesario, mediante expresiones lingiifsticas

comparativas cercanas al lenguaje natural usado por los expertos, en problemas

91
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de toma de decisiones en grupo. Teniendo en cuenta los resultados obtenidos en el
analisis comparativo realizado en el capitulo 2, en el que de los modelos simbdli-
cos revisados, el modelo basado en la combinacién convexa y el modelo lingiiisti-
co 2-tupla eran los tnicos que seguian la base del Enfoque Lingiiistico Difuso,
los modelos de toma de decisiones en grupo propuestos realizaran los procesos
computacionales mediante la combinacion convexa y el modelo lingiiistico 2-tupla
respectivamente.

A continuacién se revisa brevemente la definicién de un problema de toma de
decisién en grupo, y se presentan dos modelos de toma de decisiones en grupo
que integran el uso de expresiones lingiiisticas comparativas. Finalmente, se define
un problema de toma de decisiéon en grupo y se resuelve con los dos modelos

propuestos.

4.1. Toma de Decisiones en Grupo

La toma de decisiones en grupo se define como una situacion de decisién en la
que participan dos o méas expertos que tienen su propio conocimiento y actitudes
respecto al problema de toma de decisiones, y en el que tienen que proporcionar
sus preferencias para alcanzar una decisién colectiva [97]. La necesidad de multi-
ples puntos de vista es bastante habitual en situaciones de decisiones complejas y
estructuras organizacionales [10, 27, 98, 133].

Un proceso de resolucién de toma de decisiones en grupo aplica un proceso
de seleccion, para alcanzar una solucién colectiva y obtener la mejor alternativa
o subconjunto de alternativas de acuerdo a las preferencias aportadas por los ex-
pertos. Sin embargo, a veces, el objetivo de un problema de toma de decisiones en
grupo no es alcanzar la mejor solucién, sino conseguir una solucién satisfactoria
para todos los expertos involucrados en el problema. En estos casos, las diferencias
de opiniones entre los expertos son establecidas mediante negociacién, dando lugar
a los procesos de alcance de consenso [121, 123]. Este capitulo se centra en proce-
sos de seleccién para toma de decisiones en grupo, ya que siempre son necesarios
incluso para obtener soluciones satisfactorias después del proceso de negociacion,
cuya necesidad dependera del problema de toma de decisiones concreto.

Formalmente, un problema de toma de decisiones en grupo se define como

una situacién de decisién donde dos o més expertos E = {e1,...,en} (m > 2),
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expresan sus preferencias sobre un conjunto finito de alternativas X = {x1,...,x,}
(n > 2), para obtener un conjunto solucién de alternativas para el problema de
decisién [82]. Normalmente, cada experto ey, proporciona sus preferencias sobre

X mediante una relacién de preferencia P*, jipr : X x X — D,

k k

P11 -+ Pin
Pk _ . .
k k

Pp1r -+ Pnn

donde cada valoracién, ppr(x;,x;) = pfj, representa el grado de preferencia de la
alternativa x; sobre x; segtn el experto e;. La comparacion de 2 alternativas re-
presentadas mediante relaciones de preferencia ha sido profundamente investigada
en la literatura [51, 122].

Muchos aspectos de diferentes actividades del mundo real no pueden ser valo-
rados mediante valores cuantitativos sino mas bien mediante valores lingtiisticos,
por lo que es necesario el uso de informacion lingiiistica. Sin embargo, en algunas
situaciones como hemos visto anteriormente, puede suceder que los expertos duden
entre varios términos lingiiisticos y necesiten expresiones lingiiisticas mas comple-
jas. En la seccion 3.3 se revisaron brevemente distintas propuestas que intentan
evitar esta limitacién, pero ninguna de ellas ha sido aplicada a problemas de toma
de decisiones en grupo, ya que no proporcionan preferencias lingliisticas adecuadas
para este tipo de problemas, o no presentan una formalizaciéon para generar expre-
siones lingiiisticas. Por tanto, en este capitulo se proponen dos modelos de toma
de decisiones en grupo que integran el uso de expresiones lingiifsticas comparativas
como las presentadas en la seccién 3.4 similares a las expresiones utilizadas por
los expertos en problemas de toma de decisiones. Estos modelos realizan los pro-
cesos de computacién con palabras mediante el modelo basado en la combinacién
convexa y el modelo de representacion lingiiistica 2-tupla revisados en el capitulo
2.
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4.2. Modelo de Toma de Decisiones en Grupo con Ex-
presiones Lingiiisticas Comparativas basado en la

Combinaciéon Convexa

En esta seccion se presenta un modelo lingiiistico de toma de decisiones en
grupo, donde los expertos pueden expresar sus preferencias sobre las alternativas
mediante términos lingiiisticos simples, y en caso de duda entre ellos utilizaran
expresiones lingiiisticas comparativas. Este modelo sigue el esquema bésico de un
problema de toma decisiones lingiiistico (ver Fig. 2.6) anadiendo las fases necesa-
rias para manejar las expresiones lingiiisticas comparativas y realizar los procesos
de computacion con palabras de una forma simple. El modelo se divide principal-

mente en 6 fases como muestra la Figura 4.1, y que a continuacién se explican

detalladamente.
—| Seleccion de la mejor alternativa/s I—
Definicién de sintaxis
y semantica YA
= STAS &)
>
D) EE) e
Definicién de la relacién de
gramatica Gy u .:.) preferencia

collectiva

Recoleccion preferencias Unificacién a CTLDD

e /- -0 | [EE== Explotacion
A — ] Eg, 1 Enfoque !
|
» L. mayor que s; —» CTLDD I Jiang :
) ) J\ S; Eg, cTop  \[Seleccion de Qperador \
>\ . . de agregacion de - 08 0. Conjunto
. ] informacion lingtistica 02 - 05)>[m<m<-<m solucién
: ' Eg, 04 05 —
) |. menor que s _G>H CTLDD ' clasificacion
K\ — ' matriz de grado
n] de posibilidad

Figura 4.1: Modelo de toma de decisiones en grupo con expresiones lingiiisticas

comparativas basado en la combinacién convexa

1. Definicion de semdntica y sintazis

En esta fase se define la seméantica y sintaxis del conjunto de términos

lingiifsticos S, que sera utilizado por los expertos para expresar sus pre-
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ferencias.

Un aspecto importante a tener en cuenta en la definicién del conjunto de
términos lingiiistico es establecer la granularidad de la incertidumbre, es
decir, la cardinalidad del conjunto de términos lingiiisticos utilizados para
expresar la informaciéon. Una vez establecida la cardinalidad se generan los

descriptores lingtliisticos y se define su semantica.

Una posible opcién para generar el conjunto de términos lingiiisticos consiste

en distribuir los términos en una escala totalmente ordenada.

S ={s0,...,84}

donde g es la granularidad del conjunto de términos lingiiisticos, y s;,s; € S

siendo s; < s;.

Para definir la semantica del conjunto de términos lingiiisticos se suele utilizar

un enfoque basado en funciones de pertenencia [12, 14, 33, 142].

2. Definicion de la gramdtica libre de contexto

En esta fase se define una gramética libre de contexto Gy, que utiliza el
conjunto de términos lingiiisticos S, para generar expresiones lingiiisticas
comparativas. La definicion de la gramética libre de contexto G depen-
derd del problema a resolver, por tanto, hay que elegir adecuadamente el
conjunto de simbolos no terminales Vi, el conjunto de simbolos terminales
Vr, el simbolo inicial de la gramética I, y las reglas de produccién P. Una
posible opcién es la gramatica libre de contexto base para toma de decisiones
definida en el capitulo 3, (Def. 46).

3. Recoleccion de las preferencias

Los expertos implicados en el problema de toma de decisiones proporcionan
sus preferencias mediante una relacién de preferencia P¥, utilizando para ello
términos lingiifsticos simples o expresiones lingiiisticas comparativas genera-

das mediante la gramatica libre de contexto G, ppr : X x X — 9y.
k k

P11 --- Pin

P]g — . .

k k
Pn1 -+ Pnn
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donde cada valoracion pf} € Sy representa el grado de preferencia de la alter-
nativa x; sobre x; segtn el experto ey, expresada en el dominio de expresién
Si.

Unificacion de expresiones lingiisticas en CTLDD

Dado que los expertos proporcionan sus preferencias mediante términos lin-
gliisticos simples o expresiones lingiiisticas comparativas, para realizar los
procesos de computaciéon con palabras en la fase de seleccién, es necesario
unificar ambos tipos de términos en un tnico dominio. Para ello, las prefe-
rencias proporcionadas por los expertos son transformadas en CTLDD me-
diante la funcién de transformacién Eg,,, que debe ser definida en esta fase.
La transformacion de las expresiones lingiifsticas en CTLDD dependera de

las expresiones que genere la gramatica libre de contexto G-

La funcién de transformacién introducida en el capitulo 3 (Def. 47) es una
funcién base para transformar expresiones lingiifsticas en CTLDD en proble-

mas de toma de decisiones en grupo.

Ecy (pf;) = Hs(pl))

donde Hg es el CTLDD generado segun la funcién de transformacion Eg,, .

Segun el modelo computacional definido para CTLDD, para realizar las ope-
raciones en la fase de seleccidn, se obtiene la envoltura de cada CTLDD cuyo
resultado es un intervalo lingiiistico que serd utilizado para agregar las prefe-
rencias proporcionadas por los expertos, env(H, S(pfj)) = [pfji, pﬁ]. De esta

forma, la relacién de preferencia de cada experto se queda como sigue,

k—  k+ - k+
[pn P11 ] e |:p1n 7p1n:|
pk — . .

k— , k k— .k
[pnl ’pn—f] cee [pmwpnjzr]

. Seleccion de un operador de agregacion de informacion lingliistica

Atendiendo al esquema de resolucién de toma de decisiones en grupo presen-

tado en la Figura 4.1, una vez las preferencias de los expertos son unificadas
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en CTLDD, la siguiente fase es la seleccion del operador de agregacion de in-
formacién lingiiistica. Existen distintos modelos lingiiisticos computacionales
para agregar la informacién lingiifstica. En este modelo de toma de decisio-
nes se utilizard un modelo lingiiistico computacional simbdlico, ya que como
se discutié en el capitulo 2, disminuye la complejidad computacional y pro-
porciona resultados faciles de interpretar. En concreto se utilizard el modelo

lingiiistico computacional simbdlico basado en la combinacién convexa.

En la literatura se pueden encontrar diferentes operadores de agregacion
lingiiisticos que utilizan este modelo lingiiistico computacional simbélico [62,
66, 72, 127]. Por tanto, la seleccién del operador de agregacién ¢, depen-

deré del problema de toma de decisiones.

6. Seleccion de la mejor alternativa/s

En esta fase se obtiene el conjunto soluciéon de alternativas al problema de
toma de decisiones en grupo. Para ello se llevan a cabo las dos fases del

esquema de resolucion bésico: (i) Agregacion y (ii) Explotacion.

i) Agregacion de la informacion lingiiistica
En este paso, los intervalos lingiiisticos de las relaciones de preferencia
obtenidos en la fase de unificacion son agregados para obtener una re-
lacién de preferencia colectiva Pgo. Para ello, se utiliza el operador de
agregacién seleccionado en la fase anterior ¢. Este operador de agrega-
cion es utilizado para agregar de forma separada los limites izquierdos

pfj* y derechos pf;r de los intervalos lingiiisticos.

Po. = o) Vke{l,...,m}

k
P(jij :‘P(Pij-i_) Vk e {1,...,m}
PCij = [PC;’PC{;]
donde 7,5 € {1,...,n}, siendo n el nimero de alternativas del problema

y m el nimero de expertos que participan.
Finalmente, se obtiene una relacién de preferencia colectiva P, donde
cada valor P, representa el grado de preferencia colectiva entre cada

par de alternativas.




98

4.2. Modelo de Toma de Decisiones en Grupo con Expresiones
Lingiiisticas Comparativas basado en la Combinacién Convexa

prsrh] o [Phe )
PC — . . .
[p’;l’p:;l] e [p;nvpzn]

ii) Explotacion

Una vez los intervalos lingiiisticos colectivos han sido agregados se rea-
liza la fase de explotacion donde se obtendra la mejor alternativa. Nor-
malmente, la explotacion es modelada mediante funciones de seleccién
que permiten caracterizar las alternativas y obtener la mejor de ellas
[63, 130]. Cada alternativa se caracteriza mediante un grado de selec-
ciéon obtenido de los valores colectivos, y atendiendo a dicho valor se
ordena el conjunto de alternativas. Finalmente, se seleccionan aquellas
alternativas con mayor grado de seleccién.

La definicién de la funcién de seleccién depende del tipo de representa-
cién utilizado inicialmente para proporcionar las preferencias. En pro-
blemas de toma de decisiones en grupo esta tarea no es sencilla ni direc-
ta, ya que los expertos utilizan relaciones de preferencia para aportar
sus preferencias. En nuestro caso ademas, la relacién de preferencia co-
lectiva estd representada mediante intervalos lingiiisticos, por lo que
tenemos que utilizar un enfoque que partiendo de una relacién de pre-
ferencia de intervalos obtenga un ranking de alternativas.

En la literatura se pueden encontrar distintos enfoques para ordenar
alternativas partiendo de una relacién de preferencia colectiva [80, 162,
173]. Nosotros utilizaremos el modelo propuesto por Jiang [80], ya que es
adecuado para obtener un ranking de alternativas utilizando intervalos.

Para aplicar dicho modelo se realizan los siguientes pasos:

» Fn primer lugar se calcula una relaciéon de preferencia colectiva
media P = (P;j)nxn utilizando el limite inferior y superior de

cada intervalo de la relacion de preferencia colectiva Pe.

_ 1 _
Pij = 5(]%5 +15;) (4.1)

Después se obtiene la matriz de error 6 = (J;;)nxn que representa

la distancia media de los limites de los intervalos de la relacién de
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preferencia colectiva Pc.

1
— 2t —
dij = 5(2%5 _pij) (4.2)
Nota: Destacar que para manejar intervalos lingiiisticos simbdlica-
mente, las anteriores ecuaciones son adaptadas como se muestra a

continuacién.

1. - . +
i(znd(pij) + an(pz’j)) (4.3)
L. dint (o

§(m (pij) —m (pij)) (4.4)
donde ind(s;) =i, s; € S = {s0,..., 54}

= En este paso se calcula el peso de cada alternativa w;, de la relacién

de preferencia media Pc.
(2?21 pijt+t5—1)

== i={1,...,n} (4.5)

Al utilizar la media aritmética para calcular los valores medios de
la relacién de preferencia colectiva se obtienen valores numéricos
que representan cada intervalo de una forma aproximada. Por esta
razon, se utiliza el Principio de Propagacién [172] para calcular
un vector de error Aw = (Aws,...,Aw,) del vector de pesos W

utilizando la siguiente funcién:

De esta forma se obtiene un vector de pesos intervalar w = (wq, ...,
wn)T de la relacién de preferencia colectiva Pr, donde w; = [w; —
Awi,wi+Awi], i:{l,...,n}.

» Para ordenar estos pesos w;(i = 1,...,n) representados mediante
intervalos, cada peso w; es comparado con el resto mediante una
funcién de grado de posibilidad. De esta forma se construye una

matriz de grado de posibilidad PD = (pdij)nxn-
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min(2(Aw; + Aw;), maz(w; + Aw; — (W; — Aw;),0))

pdi; = p(w; > w;) =
(4.7)

Para obtener el conjunto solucion de alternativas se utiliza un grado
de seleccion de dominancia a partir del grado de posibilidad que
indica el grado de dominancia de cada alternativa x; sobre el resto.

Para ello, se suman los grados de posibilidad de las alternativas por

filas.

pdizzpdzj i:{l,...,n} (4.8)
Jj=1

Finalmente, las alternativas son ordenadas en orden descendente

segun los valores de pd; y se selecciona aquella con mayor valor.

Una vez explicado el modelo de toma decisiones en grupo basado en la com-
binacion convexa, presentamos un algoritmo para resolver problemas de toma de
decisiones en grupo definidas en contextos cualitativos en el que los expertos que
participan en el problema pueden proporcionar sus preferencias mediante expre-
siones lingiifsticas comparativas o términos lingiiisticos simples.

Supongamos un conjunto de alternativas X = {x1,...,2,}, y un conjunto de
expertos £ = {ej1,...,en}, que expresan sus relaciones de preferencias mediante
términos lingiifsticos simples, o expresiones lingiiisticas comparativas generadas
con la gramaética libre de contexto G, y su funcién de transformacién Eg,, .

El algoritmo es el siguiente:

1. Definir la seméantica y sintaxis del conjunto de términos lingiiisticos S.
2. Definir la gramatica libre de contexto Gpy.

3. Recoger las preferencias aportadas por los expertos ex, k = {1,...,m}.
4. PARA cada matriz P* k= {1,...,m}

4.1 Para cada filai = {1,...,n} de la matriz P* HACER
4.1.1 PARA cada columna j = {1,...,n} de la matriz P* HACER

Eg, (Su) = Hs(p};)
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env(Hs) = [pf; i)
FIN PARA
FIN PARA

FIN PARA
5. Seleccionar un operador de agregaciéon de informacion lingiiistica .
6. PARA cada fila i = {1,...,n} de las m matrices P* HACER

6.1 PARA cada columna j = {1,...,n} de las m matrices P* HACER
Py, = lp0h), o0l ke {1,...,m}
FIN PARA

FIN PARA

7. PARA cada fila i = {1,...,n} de la matriz Po HACER

7.1 PARA cada columna j = {1,...,n} de la matriz P HACER
_ 1. N
bi; = i(lnd(pij) + an(p:;))
1. I .
Opij = §(an(pij) - an(pij))
FIN PARA

FIN PARA

8. PARA cada filai = {1,...,n} de la matriz Pc HACER

(> j=1Pij+5 — 1)
n(n —1)

P =

FIN PARA

9. PARA cada fila ¢ = {1,...,n} de la matriz § HACER

FIN PARA
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10. PARA cada peso w; i = {1,...,n} HACER

10.1 PARA cada peso w; j = {1,...,n} i # j HACER

min(2(Aw; + Aw;), maz(w; + Aw; — (w; — Aw;),0))

pdij - p(@i Z Ej) - 2(Awi + ij)

FIN PARA

FIN PARA

11. PARA cada fila i = {1,...,n} de la matriz PD HACER

pd; = Z pdij
j=1

FIN PARA

12. Seleccionar la mejor alternativa.

XP ={w;i/z; € X,pd; = mazq;ex{pd;}}

4.3. Modelo de Toma de Decisiones en Grupo con Ex-

presiones Lingiiisticas Comparativas basado en 2-
Tupla

En esta seccién proponemos un nuevo modelo de toma de decisiones en grupo
que utiliza el modelo de representacién lingiiistico 2-tupla [67] para realizar los
procesos computacionales. Se ha utilizado el modelo de representacién lingiiistico 2-
tupla porque como se comento en el capitulo 2 sigue la base del Enfoque Lingiiistico
Difuso y tiene mejores caracteristicas respecto a precision que el modelo basado
en la combinacion convexa.

El modelo de toma de decisiones en grupo propuesto consta de 6 fases como
muestra la Figura 4.2, siendo varias de ellas comunes a las definidas en el modelo
anterior, por lo que explicaremos mas detenidamente la fase de seleccion de la

mejor alternativa/s, que es la que marca la mayor diferencia.
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<—|Seleccic’)n de la mejor alternativa/s I—
______

Definicién de sintaxis

y semantica i(- -.-)( .‘) [(bajo,0.2),(alto,-0.3)]
" .

—— <~(~> 24)(e)

gramatica Gy ) ( u [(medio,0.4),(muy alto,0.1)]
. "

Recoleccion preferencias Unificacién a CTLDD
e E

—_— n G
(L. ) mayor que s; E—iCTLDD
l.l Sj _Gﬁ cTLDD \[Seleccién de operador
> ' ) de agregacion de f
.l . 9 _.g ot o Conjunto
. 7/ : Eo. - informacion lingtiistica 02 - 05| >[E<m< <m solucion
. menor que s; —3cTLDD 04 05 clasificacion
— ( .') relacion de
o .I preferencia

Figura 4.2: Modelo de toma de decisiones en grupo con expresiones lingtiisticas

comparativas basado en 2-tupla

1. Definicion de semdntica y sintaxis

Al igual que en el modelo de toma de decisiones en grupo presentado pre-
viamente, en esta fase se establece la cardinalidad del conjunto de términos
lingiifsticos S, que se va a utilizar para expresar la informacion, se eligen los

descriptores lingiiisticos y se define su semaéantica.

2. Definicion de la gramdtica libre de contexto

Se define la gramatica libre de contexto Gy, para generar las expresiones
lingiiisticas comparativas que los expertos utilizardan para expresar sus pre-

ferencias cuando duden entre varios términos lingtiisticos.

3. Recoleccion de las preferencias

Los expertos expresan sus preferencias mediante una relacién de preferencia
P* utilizando el conjunto de términos lingiiisticos S, y en caso de dudar
entre varios de ellos, pueden utilizar las expresiones lingiiisticas comparativas

generadas con la gramética libre de contexto G gy definida en la fase anterior.

4. Unificacion de expresiones lingiiisticas en CTLDD
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Para realizar los procesos computacionales en la fase de seleccion, es necesa-
rio unificar las expresiones lingiiisticas comparativas y términos lingiiisticos
simples en un unico dominio. Para ello, en esta fase se define la funcién de
transformaciéon Eg,, , que transforma ambos tipos de expresiones en CTLDD.
Seguidamente, se obtiene la envoltura de cada CTLDD env(H S(pf])) =
[pfj_, pf;r], cuyo resultado es un intervalo lingiiistico que serd utilizado para

agregar las preferencias proporcionadas por los expertos.

. Seleccion de un operador de agregacion de informacion lingiiistica

Teniendo en cuenta que este modelo utiliza el modelo lingiiistico 2-tupla para
mejorar la precision de los resultados obtenidos en los procesos de compu-
tacion con palabras, en esta fase se elige un operador de agregaciéon ¢ de
informacién lingiiistica basado en 2-tupla. En la literatura se pueden encon-
trar distintos operadores de agregaciéon basados en 2-tupla [67], su seleccién

dependerd del problema de decisién a resolver.

. Seleccion de la mejor alternativa/s

En el proceso de seleccion se obtiene el conjunto solucién de alternativas para
el problema de toma de decisiones. Este proceso se divide en dos pasos como

a continuacién se describe.

i) Agregacion de la informacion lingiiistica
En este paso las preferencias de los expertos son agregadas para obtener
una preferencia colectiva para cada alternativa. Dado que las preferen-
cias obtenidas en la fase de unificacidn estan representadas mediante
intervalos lingiiisticos (seccién 3.3.1), este modelo interpreta tales prefe-
rencias desde dos puntos de vista, pesimista y optimista. Fn este caso,
el limite inferior del intervalo representa la percepcion pesimista y el
limite superior la percepcién optimista. Para realizar la agregacion de
las preferencias se realiza un doble proceso de agregacion manteniendo

separadas ambas percepciones (ver Fig. 4.3).

= En el primer proceso de agregacién, las relaciones de preferencia
representadas mediante intervalos lingiiisticos son agregadas para

obtener dos relaciones de preferencia colectivas P, P(jC . Para ello,
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Agregacion 1 Agregacion 2

relaciones de preferenma

lingliistica -~~~ 7" 7""""~~" "7
9 lrelaclon de preferencla.
pesimista
|
vector pesimista |

(=)~ ( g\ i
L i : \i\ vector de intervalos
( E.) ;’e'a°'°';§fn§’.'§f'e"°'ai ‘:> DD

( ) vector optimisxi./
"

Figura 4.3: Esquema del doble proceso de agregacién

los intervalos lingiiisticos se transforman en valores 2-tupla anadien-

do un valor 0 como traslacién simbdlica.

by = 41 = (50 00 (.0

donde s, € S = {sg,...,54}
Una vez obtenidos los valores 2-tupla, se utiliza el operador de agre-
gaciéon seleccionado ¢, para agregar de forma separada los limites

izquierdos y derechos de los intervalos lingiifsticos de cada prefe-

rencia.
Po- = A(p(A Y5, 0)57)) Yk e {1,...,m} (4.9)
Pos = A(p(A™ (s, 0)55)) Yk €{1,...,m} (4.10)
donde i,j € {1,...,n} siendo n el nimero de alternativas y m el

numero de expertos.

Las relaciones de preferencia colectivas Pg y Pg representan las
percepciones colectivas pesimista y optimista de las preferencias
agregadas. Los valores obtenidos en este proceso de agregacién son
2-tupla lingiiistica.

(Sraa)l_l (5T7a)1_n (STvO‘)Tl (Srva)-li_n
Po = L P& =

(srya)py oo (80, @)y (sr:0)m - (sma)i,
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= En el segundo proceso de agregacion, las percepciones colectivas pe-
simista y optimista son agregadas utilizando un operador de agre-
gaciéon ¢, que puede ser el mismo que el anterior ¢, u otro diferente.
Los resultados obtenidos seran las preferencias colectivas pesimistas

p; y optimistas p;r para cada alternativa x;.

b = AGA (5 )) Vi€ {L...,n} (4.11)
pF = MG (s 0)E) Vi€ {L,...,n} (4.12)
siendo (s, o);; una 2-tupla lingtiistica e i € {1,...,n}.

Una vez que se ha obtenido una preferencia colectiva pesimista y op-
timista para cada alternativa x;, se construye un intervalo lingiiisti-
co colectivo para cada alternativa. El resultado es por tanto, un

vector de intervalos de preferencias colectivas de alternativas V.

VE = (plft ... plt (4.13)
donde pf = [p;,p] ]y p; ,pj € S x (—0.5,0.5].
ii) Explotacion
Una vez la informacion lingiiistica ha sido agregada, se realiza el proceso
de explotacién, donde se aplica una funcién de seleccién para obtener un

ranking de alternativas y seleccionar la mejor alternativa como solucién

al problema. Para ello se sigue el esquema mostrado en la Figura 4.4:

Estructura de Grado de Obtencion de
. —> .., —> . s
preferencia selecciéon la solucion

Figura 4.4: Esquema de explotacién

» FEstructura de preferencia
Para aplicar la funcién de seleccion se construye una estructura de
preferencia que muestra el grado de preferencia de una alternativa
sobre otra. Nuestra propuesta adapta el método de Wang et al. [155]
para manejar intervalos lingiiisticos, por tanto, Ind(s;) = ¢ (indica

el indice asociado a cada término lingiiistico), s; € S = {sg,..., 54}
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Definicién 48 [155] Sea A = [a1,a2] y B = [b1, ba] dos intervalos,
el grado de preferencia de A sobre B o (A > B) se define

max(0,as — by) — max(0,a; — by)
(CLQ — a1) + (bg — bl)

y el grado de preferencia de B sobre A o (B > A) como

P(A>B)=

max(0,be — ay) — max(0,by — asz)
(a2 — al) + (bg — bl)

donde P(A<B)+P(B>A)=1yP(A>B)=P(B>A)=05

cuando A = B es decir, a1 = b1 y as = ba.

P(B>A)=

Por tanto, la estructura de preferencia para el conjunto de alterna-

tivas se obtiene de la siguiente forma:

Definicién 49 [155] Sea Pp una relacion de preferencia,

—  pdiz ... pdiy
pda1 - ... pdap
Pp = ) ) .
pdnl pan v -
donde pd;; = P(x; > x;) = maz(Ozir=;1)—mac(0.8iL—Tir) oo o] grq.
paij = t a (zir—ziL)—(¥jR—T;L) g
do de preferencia de la alternativa x; sobre x;; i,j € {1,...,n};

i #j, yxi = [T, %R), T = [0, TjR].
s Grado de seleccion

Una vez construida la estructura de preferencia entre las alterna-
tivas, se aplica una funcién de seleccién que obtiene un grado de
selecciéon para cada alternativa z;. Para ello existen diferentes méto-
dos [63], en este modelo se propone el uso del grado de seleccion de
no dominancia NDD, que indica el grado para el cual una alter-
nativa x; no es dominada por el resto.

Su definicién es la siguiente,

Definicién 50 Sea P = (pij)nxn una relacion de preferencia defi-
nida sobre el conjunto de alternativas X. Para cada alternativa x;,

su grado de no dominancia NDD; se obtiene,

NDD; =min{l —p5;, j=1,....n, j#i}
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donde pfl- = max{pji — pij, 0} representa el grado para el cual x; es

estrictamente dominada por x;.

= Obtencion de la solucion
Finalmente, se obtiene el conjunto solucién de alternativas aplican-

do la siguiente funcién,
XND = {.ZL‘Z/.TIz e X,NDD,; = ma:):;,;jeX{NDDj}}

A continuacién se muestra un algoritmo para resolver problemas de toma de
decisiones en grupo definidos en contextos dudosos utilizando el modelo de toma
de decisiones basado en 2-tupla.

Supongamos un conjunto de alternativas X = {x1,...,2,}, y un conjunto
de expertos E = {ey,...,en}, que expresa sus relaciones de preferencias mediante
términos lingiiisticos simples o expresiones lingiiisticas comparativas generadas con
la gramatica libre de contexto G, y su funcién de transformacién Eg,, .

El algoritmo es el siguiente:

1. Definir la seméntica y sintaxis del conjunto de términos lingiiisticos S.
2. Definir la gramatica libre de contexto Gpy.

3. Recoger las preferencias aportadas por los expertos ex, k = {1,...,m}.
4. PARA cada matriz P* k = {1,...,m} HACER

4.1 Para cada fila i = {1,...,n} de la matriz P* HACER
4.1.1 PARA cada columna j = {1,...,n} de la matriz P* HACER

Ecy (Su) = Hs(pf))

env(Hs) = [p;,pl']
FIN PARA
FIN PARA

FIN PARA

. ., . .« . ., . *
5. Seleccionar dos operadores de agregaciéon de informacién lingiiistica ¢ y ¢~ .

* z .
Estos dos operadores podrian ser los mismos.
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6. PARA cada matriz P* k = {1,...,m} HACER

6.1 PARA cada filai = {1,...,n} de la matriz P* HACER
6.1.1 Para cada columna j = {1,...,m} de la matriz P* HACER

P ol = (s, 0)57, (50, 0)15]

FIN PARA
FIN PARA

FIN PARA
7. PARA cada fila i = {1,...,n} de las m matrices P* HACER

7.1 PARA cada columna j = {1,...,n} de las m matrices P* HACER

P = Ap(A™ (s, 0)57)) Yk e{1,...,m}

Por = Ap(A™ (s, 0)57)) Yk e{1,...,m}
FIN PARA
FIN PARA
8. PARA cada fila i = {1,...,n} de la matriz P, HACER
pi = AGATH((sr@))))  Vie{l,...,n}
FIN PARA

9. PARA cada fila i = {1,...,n} de la matriz P, HACER

pi = AGAT ((sr0)F))  Vie{l,...,n}
FIN PARA

10. Construir un vector V* de alternativas.

VE= (Ipr.pf) Vie{l...,n)

11. PARA cada alternativa i = {1,...,n} de V HACER
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11.1 PARA cada alternativa j = {1,...,n} de VI i # j HACER
pdij = P([p; 0] > [P} 0} 1))
FIN PARA
FIN PARA
12. PARA cada fila i = {1,...,n} de la matriz Pp HACER
12.1 PARA cada columna j = {1,...,n} de la matriz P” HACER
p3 = maxz{pj; — pij, 0}
FIN PARA
FIN PARA

13. PARA cada fila i = {1,...,n} de la matriz P HACER

NDD; = min{l — p};,j # i}

14. Seleccionar la mejor alternativa.

XND — {zi/z; € X, NDD; = maxatjGX{NDDj}}

4.4. Ejemplo Ilustrativo de un Problema de Toma de

Decisiones Lingiiistico en Grupo

En esta seccién se define un problema de toma de decisiones lingiiistico en
grupo en el que los expertos pueden utilizar expresiones lingiiisticas comparativas
para expresar sus valoraciones de preferencia, y lo resolveremos con los dos modelos

propuestos. Finalmente analizaremos los resultados obtenidos con ambos modelos.

Definicion de un Problema de Toma de Decisiones Lingiiistico en Grupo
Supongamos que un grupo de tres profesores E = {ej, e9,e3} imparten la misma
asignatura en el departamento de informatica de su universidad, y tienen que

decidir qué libro de los que han propuesto X = {1 : Librol,zs : Libro2,xs :
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Libro3, x4 : Libro4} van a utilizar para impartir la asignatura. Aunque el contenido
y L4

de los 4 libros es muy similar, algunos temas son diferentes, lo que hace que los
profesores duden sobre qué libro puede ser mejor. Los profesores proporcionan sus
preferencias mediante términos lingiiisticos simples o en caso de dudar entre varios

de ellos, mediante expresiones lingiiisticas comparativas.

4.4.1. Resolucién utilizando el Modelo de Toma de Decisiones en
Grupo con Expresiones Lingiiisticas Comparativas basado

en la Combinacién Convexa

Para resolver el problema de toma de decisiones lingiiistico definido previamen-
te con el modelo de toma de decisiones propuesto en la seccién 4.2, seguiremos los

pasos del algoritmo definido para el modelo.

1. Definir la semdntica y sintazis del conjunto de términos lingiisticos S.

En problemas de toma de decisién en grupo los expertos proporcionan sus
valoraciones mediante relaciones de preferencia P*, donde una valoracién re-
presenta el grado de preferencia de una alternativa sobre otra. Un conjunto

de términos lingiiisticos adecuado para resolver este tipo de problemas es S =
{Ninguno(N), Bajo(B), Muy Bajo(M B), Medio(M), Alto(A), Muy Alto(M A),
Absoluto(AB)}.

2. Definir la gramdtica libre de contexto Gpy.

La gramaética libre de contexto G, definida en el capitulo 3 es adecuada
para este problema de toma de decisiones, ya que permite generar expresio-
nes lingiiisticas comparativas similares al lenguaje natural utilizado por los
expertos para expresar sus preferencias cuando no pueden proporcionar un

Unico término lingiiistico porque dudan entre varios de ellos.

3. Recoger las preferencias aportadas por los expertos.

Las relaciones de preferencia proporcionadas por los profesores mediante
términos lingiifsticos simples y expresiones lingiiisticas comparativas se reco-

gen en esta fase del proceso de decision.
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— menor que B MA al menos A
pl_ mayor que A - entre Ay MA A
B como mucho M B — AB
menor que B B MB —

— menor que M A entre MB y B

p2_ entre Ay MA - A MB
MB B - A
al menos A MA MB —
— A entre MB y B A
ps_ MB - mayor que M al menos M A
al menos A menor que B - MA
B como mucho B MB -

4. Las relaciones de preferencia proporcionadas por los profesores son unificadas

en CTLDD mediante la funcion de transformacion Eg,, .

- {N,MB} {MA} {A MA,AB}

pi_ | {1448y - {A, M A} (A}
a {B} {N, M B} - {AB}
{N, MB} (B} {MB} -
- {N,MB,B} {A} {MB,B}
| tAMA - {A}y  {MB}
{(MB} (B} - (A}
{A,MA,AB}Y  {MA}  {MB} -
- {A} {MB, B} {4}
p5_ {MB} - {A,MA,AB} {MA,AB}
{A,MA,AB}  {N,MB} - (M A}
{B} {N,MB, B} {MB} —

5. Obtener para cada CTLDD su envoltura.

- [N,MB] [MA,MA] [A, AB]
[MA,AB] - [A,MA]  [A,A]
[B,B] [N, MB] - (A, A]
[NMB]  [B,B] [MB,MB]  —

Pl =
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- [N, B] (A, A] [MB, B
p2 _ [A,MA] - (4, A] [M B, MB]
~ | [MB,MB] [B, B] - (4, 4]

[A,AB] [MA,MA] [MB,MB] -

- (4, A] [MB, B] (4, A]
s | MBMB] - [A,AB]  [MA,AB]
[A,AB] [N, MB] - [MA, MA]
[B,B] [N,B] [MB,MB] -

6. Seleccionar un operador de agregacion de informacion lingiistica.

Sin pérdida de generalidad, para agregar las preferencias de los profesores
que participan en el problema de toma de decisiones, se utiliza el operador
LOWA (Linguistic Ordered Weighted Averaging) [157].

7. Las preferencias de los profesores representadas mediante intervalos lingiiisti-
cos se agregan utilizando el operador de agregacion LOWA. Para ello, se
agregan de forma separada los limites izquierdos y derechos de los intervalos
linglifsticos, y se obtiene una relaciéon de preferencia colectiva de intervalos

lingiiisticos Pg.

—  [MB,B (4, A] (M, A]
b | aAl - [A,MA]  [A A
71 MM] [MB,B] - (4, 4]

BM] [B,M] [MB,MB] -

8. Obtener la relacion de preferencia media Pc y la matriz de error 6.

- 15 4 35 - 05 0 0.5
— 4 - 4 4 —
Po = 5 5= 0 05 0
3 15 - 4 0 05 -— 0
25 25 1 - 05 05 0 -

9. Obtener el vector de pesos w y el vector de error de pesos Aw.

w = (0.833,1.125,0.792, 0.583)
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donde w7 se calcula como sigue,

4
(1544435 + 41

= —0.833
b 1x(4—1)

Aw = (0.059,0.042,0.042,0.059)

donde Awy = 17—71/(0.52 + (0)2 + 0.52) = 0.059

10. Construir la relacion de preferencia de grado de posibilidad Pp.

- 0 0707 1

PD — 1 - 1 1
0.293 0 - 1

0 0 0 —

11. Aplicar un grado de seleccion de dominancia sobre el grado de posibilidad de

las alternativas.

pd1 = 1.707 pdg =3 pd3 = 1.293 pd4 =0

donde pd; es calculado como sigue,

pd; =04 0.707 + 1 = 1.707

12. Seleccionar la mejor alternativa.

XP = maz{pd, = 1.707,pdy = 3, pd3 = 1.293, pdy = 0} = pda

Por tanto, el libro seleccionado es, Libro2.

4.4.2. Resolucion utilizando el Modelo de Toma de Decisiones en
Grupo con Expresiones Lingiiisticas Comparativas basado
en 2-Tupla

A continuacion se resuelve el mismo problema de toma de decisiones en grupo
utilizando el algoritmo del modelo de toma de decisiones en grupo con expresiones

lingliisticas comparativas basado en 2-tupla. Dado que varias fases del modelo son




4. Modelos de Toma de Decisiones en Grupo con Expresiones
Lingiiisticas Comparativas 115

similares al modelo basado en la combinacién convexa, nos centraremos en las fases

de seleccion de un operador de agregacion de informacion lingtistica y seleccion de

la mejor alternativa siguiendo los pasos correspondientes del algoritmo definido.

o.

8y 9.

Seleccionar dos operadores de agregacion de informacion lingiistica.

Teniendo en cuenta que este modelo intenta mejorar la precision de los re-
sultados en los procesos de computacion con palabras utilizando el modelo
lingiiistico 2-tupla, el operador de agregaciéon debe estar basado en 2-tupla.
Sin pérdida de generalidad, para agregar las preferencias de los profesores se
utilizara el operador de agregacién de la media aritmética basada en 2-tupla
[67].

Los intervalos lingiiisticos se transforman en valores 2-tupla anadiendo un

valor 0 como traslacion simbdlica.

Para agregar las relaciones de preferencia representadas mediante intervalos
lingiiisticos se agregan separadamente los limites izquierdos y derechos de
los intervalos para obtener una preferencia colectiva pesimista Py y otra

optimista P(J; .

- (MB,.33) (M,.33) (M,0)
(M, .33) - (A4,0) (M, .33)
(B,.33) (MB,—33)  — (4,.33)

(B,0) (B,33) (MB,0) -

P =

Po. = 5(ATH(N,0) + AH(N,0) + A~1(A,0)) = (MB,.33)

- (B,33) (A,—.33) (A,0)
(MA, .14) - (MA,0) (A, —.33)
(M,.33) (MB,.33) - (4,.33)

(M, 0) (M,0)  (MB,0) -

Pl =

Ph = LA Y(MB,0)+ A1(B,0) + A"1(A4,0)) = (B, .33)

Utilizar de nuevo el operador de agregacién de la media aritmética basada
en 2-tupla, para obtener una preferencia colectiva pesimista y otra optimista

para cada alternativa (ver Tabla 4.1).
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Tabla 4.1: Preferencia colectiva pesimista y optimista para cada alternativa

Librol Libro2 Libro3 | Libro4
pessimistic | (M,-.44) | (A,-.44) (B,.44) | (B,.22)
optimistic | (M,.33) | (MA,-.40) | (M,-.11) | (B,.33)

pr = 3(AY(MB,.33), A7 (M, .33), AT1(M,0)) = (M, —.44)

10. Utilizar la preferencia colectiva pesimista y optimista de cada alternativa
para construir un vector de intervalos VE = (pf, plt pf pf) para las alter-
nativas (ver Tabla 4.2).

Tabla 4.2: Intervalos lingiiisticos para las alternativas

Librol Libro2 Libro3 Libro4
Pt Py p¥ Py

11. Construir una estructura de preferencia utilizando el vector de intervalos

obtenido en el paso anterior.

— 0 073 1
I = B |
P o2 0 -
0 0 0 -
I 7\ _ max(0,3.33—2.44)—max(0,2.56—2.89)
Pp(py > p3) = (3.33—2.56)+(2.89—2.44) =0.73

12. Construir la matriz de dominancia.

— 0 045 1
1 — 1 1

Pp =
p 00 — 1
00 0 -
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13. Aplicar un grado de seleccién de no dominancia para cada alternativa.
NDDy =0, NDDy=1, NDD3 =0, NDD, =0
donde N DD se obtiene mediante el siguiente célculo,
NDD; =min{(1-1),(1-0),(1-0)} =0
14. Seleccionar la mejor alternativa.
XNP — maz{NDD; =0,NDDy =1, NDD3 = 0,NDDy = 0} = NDD,

Por tanto, el libro seleccionado es Libro2 = [(A, —.44), (M A, —.40)].

A pesar de que el resultado obtenido con ambos modelos es el mismo, Libro2,
podemos destacar que el modelo de toma de decisién en grupo basado en 2-tupla
proporciona una herramienta de computacién més simple que la combinacién con-

vexa. Ademads, asocia un vector de valores 2-tupla a la alternativa seleccionada.
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Capitulo 5

Modelo de Toma de Decisiones
Multicriterio con Expresiones

Lingiiisticas Comparativas

Aligual que varios expertos forman parte en la toma de decisiones, en el capitu-
lo 2 también se comentd la importancia de problemas donde las distintas alternati-
vas se evalian atendiendo a multiples criterios, hablandose de toma de decisiones
multicriterio. Esto implica una optimizacién multiple de dichos criterios. En el
caso de que participen multiples expertos y debido a las diferentes estructuras de

modelo de preferencias se habla de toma de decisiones multicriterio multiexperto.

Dada la importancia de este tipo de problemas en el mundo real, en este capitu-
lo se proponen 2 modelos de resolucion de problemas de toma de decisiones multi-
criterio con informacién lingiiistica, en los que las preferencias pueden expresarse

mediante términos lingiiisticos simples o expresiones lingiiisticas comparativas.

De la misma forma que en el capitulo 4, aqui se presenta un modelo basado en
el modelo lingiiistico computacional simbdlico basado en escalas ordinales, y poste-
riormente otro modelo basado en el modelo de representacion lingtiistica 2-tupla. Y
para cubrir las necesidades de resolucion de problemas de toma de decisiones multi-
criterio multiexperto se propone un modelo basado en la representacion lingiiistica

2-tupla ya que realiza los procesos computacionales de forma eficiente y precisa.

119
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5.1. Toma de Decisiones Multicriterio

Los problemas de toma de decisiones multicriterio pueden ser de diverso tipo,
desde problemas de nuestra vida diaria como por ejemplo, “comprar un coche”, a
aquellos que afectan a naciones enteras, “el uso juicioso del dinero para preservar
la seguridad nacional”. A pesar de esta diversidad, todos los problemas de toma de
decisiones multicriterio comparten las siguientes caracteristicas comunes [76, 125]:

= Multicriterio: problema que tiene en cuenta mas de un criterio para la eva-

luacién de cada alternativa.
» Conflictos entre criterios

s Unidad incommensurable: los criterios pueden tener diferente unidad de me-
dida.

n Seleccion: la solucién de un problema de toma de decisiones multicriterio
consiste en seleccionar la mejor alternativa entre un conjunto finito de alter-
nativas previamente definidas.

Matematicamente, un problema de toma de decisiones multicriterio puede ser

modelado como sigue:

. L Seleccionar : x1,x2,...,2y
(Toma de decisiones multicriterio) = (5.1)
sujeto a : c1,C2,...,C3
donde X = {z1,...,2,} es un conjunto de n alternativas, y C = {c1,...,¢n}

representa un conjunto de m criterios que caracteriza una situacién de decision.

Una representacion del problema puede expresarse mediante la Tabla 5.1.

Tabla 5.1: Esquema general de un problema de toma de decisiones multicriterio

Alternativas Criterios
T; c1 ‘ C ‘ . ‘ Cm
X1 Yir | Y12 | -+ | Yim
Tn Ynl | Yn2 | -+ | Ynm

Cada entrada y;; indica la preferencia de la alternativa x; respecto del criterio c;.
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Como ya se ha comentado, en algunas ocasiones es dificil para un experto
valorar un criterio mediante un tnico término lingiiistico, y necesita expresiones
lingiiisticas més elaboradas y cercanas al lenguaje natural. En este capitulo se
presentan dos modelos de toma de decisiones multicriterio, que utilizan expresiones
lingiifsticas comparativas basadas en gramaticas libres de contexto y CTLDD. Para
realizar los procesos computacionales, los modelos propuestos utilizan el modelo
lingiiistico computacional simbdlico basado en operadores méximo y minimo, y el

modelo lingtiistico 2-tupla.

5.2. Modelo de Toma de Decisiones Multicriterio con

Expresiones Lingiiisticas Comparativas basado en
Max-Min

En esta seccién se propone un modelo de toma de decisiones lingiiistico multi-
criterio, donde los criterios de las alternativas son valorados mediante expresiones
lingiiisticas comparativas o términos lingiiisticos simples. Para ello, extenderemos
el esquema bésico de un problema de toma de decisiones lingiiistico mostrado en la
Figura 2.6, anadiendo las fases necesarias para manejar las expresiones lingiiisti-
cas comparativas y realizar los procesos computacionales de una forma simple.
Ademsds, definiremos operadores de agregacién basados en operadores max-min
para agregar CTLDD en estos problemas. Este modelo se divide en 6 fases co-
mo se puede observar en la Figura 5.1, y que a continuacién pasamos a explicar

detalladamente.

1. Definicion de semdntica y sintaxis

En esta fase se elige un conjunto de términos lingliisticos adecuado S =
{s0,...,54}, que serd utilizado por los expertos para valorar el conjunto de
criterios del problema de toma de decisiones. Para ello, hay que analizar
la granularidad de la incertidumbre, establecer la sintaxis de los términos

lingiifsticos y definir su seméntica.

2. Definicion de la gramdtica libre de contexto

Una vez definida la sintaxis y la seméntica del conjunto de términos lingiiisti-

cos S, se define una gramatica libre de contexto Gy, que genere expresio-
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Definicién de la
gramética Gy

C1_>......J\

EGH
mayor que si —> CTLDD

EGH
Sj —> CTLDD

—| Seleccion de la mejor alternativals I—

'min_upper,
Definicion de sintaxis :_max_lower: %0 -
y semantica ---\;—- X, = [Si,Sj]

ga3-
x,= [s;.5]]

! Enfoque |

Wang etal;

Seleccion de operador
de agregacion de

Explotacion

C2 > @ . @ ) SIeVPl U Conjunto
. j/ Ea informacion lingtistica 02 ~ 05)>[m<m<-<H solucion
. o menor que sj —Herop 04 05 4 clasificacion
Cm—> 7] relacién de
o preferencia

Figura 5.1: Modelo de toma de decisiones multicriterio con expresiones lingliisticas

comparativas basado en max-min

nes lingiiisticas comparativas. La definicién de la gramaética libre de con-
texto dependerd del problema concreto que se pretenda resolver, por tan-
to, es muy importante definir adecuadamente los elementos de la gramatica
Gy = (Vn,Vp, P, I). Una gramética libre de contexto G que se puede uti-

lizar es la presentada en el capitulo 3, Def. 46.

3. Recoleccion de valoraciones

El experto proporciona sus valoraciones sobre el conjunto de criterios C' =
{Cl7 ..

términos lingliisticos simples o expresiones lingiiisticas comparativas py
X x C — Sy (ver Tabla 5.2).

.,cm} para cada alternativa X = {xi,...,x,} utilizando para ello




5. Modelo de Toma de Decisiones Multicriterio con Expresiones
Lingiiisticas Comparativas 123

Tabla 5.2: Valoraciones proporcionadas para el problema de decisiones

criterios
Syl e ... om
I V11 N Vim
alternativas
Tn | UVnl  --.  Unm

donde cada valoracién v;; € Sy representa la valoraciéon para la alternativa

x; sobre el criterio ¢; expresada en el dominio de expresién 5.

4. Unificacion de expresiones lingtisticas en CTLDD

Dado que las valoraciones pueden ser términos lingiiisticos simples o expre-
siones lingiliisticas comparativas, para realizar los procesos computacionales
es necesario unificar ambos tipos de términos en un tinico dominio. Para ello,
las valoraciones de los criterios son transformadas en CTLDD mediante la
funcién de transformacién Fg,,. La funcién de transformacion base definida
en el capitulo 3 (Def. 47) puede ser utilizada para transformar las expre-
siones lingiiisticas generadas por la gramdtica G anterior, en CTLDD en

problemas de toma de decisiones multicriterio.

Egy (vij) = Hs(vij)
donde Hg es el CTLDD generado segun la funcién de transformacion Eg,, .

5. Seleccion de un operador de agregacion de informacion lingiistica

Atendiendo al esquema de resoluciéon de problemas de toma de decisiones
multicriterio mostrado en la Figura 5.1, una vez las valoraciones son uni-
ficadas en CTLDD, la siguiente fase es elegir un operador de agregaciéon
de informacion lingiiistica para agregar el conjunto de criterios de cada al-
ternativa. Dado que nuestra investigacién estd centrada en el uso de mo-
delos computacionales simbdlicos, en este caso proponemos la definicién de

dos operadores de agregaciéon simbdlicos basados en max,min, tales como,
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min_upper y maz_lower, que reflejan dos puntos de vista diferentes pesimis-
ta y optimista. Para no intensificar el resultado de la agregacion hacia un

tinico punto de vista, ambos operadores pueden ser combinados.
Operadores de Agregacién basados en max,min para CTLDD

El operador min_upper selecciona el peor de los valores superiores, mientras
que el operador maz_lower selecciona el mejor de los valores inferiores en un

CTLDD.

Antes de introducir la definicién de ambos operadores, formalizamos la no-

tacién que utilizaremos para agregar los CTLDD.

Sea C' = {c1,...,cn} un conjunto de criterios definido para cada alternativa
X ={x1,...,zn}, S = {s0,...,54} un conjunto de términos lingiifsticos, y
{Hs(vi)/i € {1,...,n},5 € {1,...,m}} un conjunto de CTLDD.

= Operador min_upper

Definicién 51 [129] Este operador es un operador de agregacion simbdli-
co introducido para combinar valoraciones representadas mediante CTLDD
y obtener como resultado el menor de los términos lingtiisticos mdzximos.

El operador min_upper consiste en los siguientes pasos:

e Obtener el limite superior Hg+ de cada valoracion representada
mediante CTLDD wutilizando el operador upper bound definido para
CTLDD.

HS+(Ui) = {HS+(U’i1)) .. .,Hs—o—(vim)},i S {1, .. .,TL}.

e Seleccionar el menor término lingiistico del conjunto de criterios
definidos para cada alternativa.
Hgs (v;) =min{Hg+(vij)/j € {1,...,m}},i € {1,...,n}.

s Operador max_lower

Definicién 52 [129] Este operador simbdlico también es propuesto pa-
ra agregar CTLDD, sin embargo su funcionamiento es opuesto al ope-
rador anterior, ya que obtiene el mayor de los términos linguisticos

minimos. El operador max_lower consiste en los siguientes pasos:
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e Obtener el limite inferior Hg- de cada valoracion representada me-
diante CTLDD wutilizando el operador lower bound definido para
CTLDD.

Hsf(vi) = {Hgf(vﬂ), - ,Hsf (’Uz‘m)},i S {1, e ,n}.

e Seleccionar el mdzximo término lingiistico del conjunto de criterios
definidos para cada alternativa.

H

5777/(1(1}

(v;) = max{Hg-(vi)/j € {1,...,m}},i e {1,...,n}.

6. Seleccion de la mejor alternativa/s.

El proceso de seleccion busca la alternativa o conjunto de alternativas solu-
cién al problema de toma de decisiones multicriterio. Para ello se realizan las

dos fases del esquema de resolucién bésico: (i) Agregacion y (ii) Explotacion.

i) Agregacion de la informacién lingiiistica
En esta fase las valoraciones representadas mediante CTLDD son agre-
gadas mediante los operadores de agregacién definidos min_upper y
max_lower, para obtener una valoracién colectiva pesimista y otra op-
timista para cada alternativa.

Hgyr (v;) = minupper(Hs(vi1), ..., Hs(vim)) Vi€ {l,...,n}

min

H

S’l;’La"l)

(vi) = mazx_lower(Hg(vi1), ..., Hs(vim)) Vi€ {l,...,n}

donde n es el nimero de alternativas y m el nimero de criterios.

Una vez obtenida una valoracion colectiva pesimista y otra optimista
para cada alternativa x;, se construye un intervalo lingiiistico. De esta
forma, el término lingiiistico minimo sera el limite izquierdo del inter-
valo y el término lingiiistico méximo representard el limite derecho (ver
Figura 5.2).

Hpop (0i) = maw{Hg+ (vi), Hg— (vi)}

L (Vi) = min{HS;;m(vi),H (vi)}

min Smaz
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Figura 5.2: Operadores de agregacion max_lower y min_upper

El resultado es por tanto, un vector de intervalos de valores colectivos

de alternativas V.

donde H'(v;) = [H] . (vi), H}, .. (Vi)].

Ezxplotacion

Una vez la informacién lingiiistica ha sido agregada, se realiza el proce-
so de explotacion, donde el conjunto de alternativas es ordenado para

seleccionar la mejor de ellas. Para ello se aplican los pasos del esquema
de la Figura 4.4:

» FEstructura de preferencia
Dado que la informacién agregada para cada alternativa es expre-
sada mediante intervalos lingiiisticos, para ordenar el conjunto de
alternativas se construye una estructura de preferencia que mues-
tra el grado de preferencia de una alternativa sobre otra. Existen
diferentes enfoques para ordenar las alternativas [80, 120, 155]. No-
sotros utilizaremos el enfoque propuesto por Wang et al. en [155]
ya que permite ordenar el conjunto de alternativas utilizando in-
tervalos. Dado que este enfoque ya fue revisado en el capitulo 4,

aqui solo indicamos que se utilizan las Definiciones 48 y 49.
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= Grado de seleccion
Una vez construida la estructura de preferencias, se aplica una fun-
cién de seleccién que obtiene un grado de selecciéon para cada al-
ternativa. En la literatura se han propuesto diferentes funciones de
seleccién [63]. Nosotros utilizaremos el grado de seleccién de no do-
minancia N DD, que indica el grado para el cual una alternativa no
es dominada por el resto (ver Def. 50).

= Obtencion de la solucion
Finalmente, para obtener el conjunto soluciéon de alternativas se

aplica la siguiente funcion,
XNP = {z;/2; € X, NDD; = maz,,cx{NDD;}}

A continuacion se describe un algoritmo para resolver problemas de toma de
decisiones multicriterio utilizando el modelo propuesto.

Supongamos un conjunto de criterios C' = {¢y, ..., ¢, } definido para cada alter-
nativa X = {z1,...,2,} que pueden ser valorados mediante términos lingiiisticos

simples o expresiones lingiiisticas comparativas. El algoritmo es el siguiente:

1. Definir la seméantica y sintaxis del conjunto de términos lingiiisticos S.

2. Definir la gramatica libre de contexto G.

w

. Recoger las valoraciones proporcionadas v;;, 1 = {1,...,n} y j = {1,...,m}.
4. PARA cada fila i = {1,...,n} HACER
4.1 Para cada columna j = {1,...,m} HACER
Egy (vij) = Hs(vij)
FIN PARA
FIN PARA

5. Seleccionar dos operadores de agregacion de informacion lingtifstica min_upper

vy maz_lower.
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6. PARA cada fila ¢ = {1,...,n} HACER

HS;;m (vi) = min_upper(Hs(vi1), ..., Hs(vim))
Hg- (vi) = mazx_lower(Hg(vi1), ..., Hs(Vim))
FIN PARA
7. PARA cada alternativa ¢ = {1,...,n} HACER

Hl

max (UZ)}
Hlpo(0) = min{Hg: (v), Hg. (v}
VI = ([Hppin (v3), Hppga (03)])

min max

(vi) = mar{Hg+ (v;),H

Smaa

FIN PARA
8. PARA cada alternativa i = {1,...,n} de VF HACER
8.1 PARA cada alternativa j = {1,...,n} de Vi # j HACER
pdij = P(lp;,p] > [, p))
FIN PARA
FIN PARA
9. PARA cada fila ¢ = {1,...,n} de la matriz Pp HACER
9.1 PARA cada columna j = {1,...,n} de la matriz P” HACER
pji = max{p;i — pij, 0}
FIN PARA
FIN PARA
10. PARA cada fila i = {1,...,n} de la matriz P° HACER
NDD; = min{l — p;,j # i}
11. Seleccionar la mejor alternativa.

XND — {zi/z; € X, NDD; = maxijX{NDDj}}
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5.3. Modelo de Toma de Decisiones Multicriterio con

Expresiones Lingiiisticas Comparativas basado en
2-Tupla

En esta seccién se presenta un nuevo modelo de toma de decisiones multicriterio
que utiliza el modelo computacional 2-tupla para realizar los procesos computacio-
nales, ya que como vimos en el capitulo 2 tiene mejores caracteristicas respecto
a precisién e interpretabilidad que el modelo computacional simbdlico basado en
los operadores max-min. Este modelo consta de 6 fases, tal y como muestra la
Figura 5.3, siendo varias de ellas comunes a las del modelo explicado en la seccién
anterior. Por tanto, nos centraremos en la fase seleccion de la mejor alternativa/s,

que es la que marca la diferencia.

—| Seleccién de la mejor alternativa/sl—

Definicion de sintaxis L _2-tupla 1

y semantica ___\___ X1 =(Sr,0-')
=~ 90,
Definicién de la _/
gramatica Gy Xn _(Sr & )
2=

X1 Xn EGH Explotacion
- mayor que s;—> CTLDD
C1— 7 B | Gorparadon.
PR s, H » | paracion,
: i —> CTLDD \[Seleccion de operador L 2-tupla 1
Cz—> > . - de agregacionde || | " T 7777 i; Conjunto
. e j/ . . informacion lingistica BE<l<-<H solucién
. . clasificacion

H
menor que s; —> CTLDD

Figura 5.3: Modelo de toma de decisiones multicriterio con expresiones lingiiisticas
comparativas basado en 2-tupla

1. Definicion de semdntica y sintaxis

Al igual que en el modelo de toma de decisiones multicriterio presentado
previamente, en esta fase se establece la granularidad del conjunto de térmi-

nos lingiiisticos g, se eligen los descriptores del conjunto de términos S, y se
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define su semantica.

Definicion de la gramdtica libre de contexto

Se define la gramatica libre de contexto G, para generar las expresiones
lingiiisticas comparativas que el experto utilizard para expresar sus valora-

ciones cuando duda entre varios términos lingiiisticos.

Recoleccion de valoraciones

Se recogen las valoraciones proporcionadas por el experto sobre el conjunto
de criterios de cada alternativa, utilizando para ello términos lingiiisticos sim-
ples o expresiones lingliisticas comparativas generadas mediante la gramatica

libre de contexto G definida.

Unificacidon de expresiones lingtiisticas en CTLDD

Para llevar a cabo los procesos computacionales en la fase de seleccion de
la mejor alternativa, es necesario unificar los términos lingiiisticos simples y
expresiones lingiiisticas comparativas en un tnico dominio. Este proceso se
realiza mediante la funcién de transformaciéon Eg,,, que transforma ambos

tipos de expresiones en CTLDD.

Seleccion de un operador de agregacion de informacion lingiistica

Teniendo en cuenta que este modelo utiliza el modelo lingiiistico 2-tupla,
para realizar los procesos de computacién con palabras, en esta fase se elige
un operador de agregacion ¢ basado en 2-tupla. En la literatura se pue-
den encontrar distintos operadores de agregacién basados en 2-tupla [67].
La seleccién del operador dependera del problema de toma de decisiones

multicriterio a resolver.

Seleccion de la mejor alternativa/s

Para seleccionar la mejor alternativa o conjunto de alternativas como solucién
del problema de toma de decisiones multicriterio, el proceso de seleccién se

divide en dos pasos: (i) Agregacion y (ii) Ezplotacion.

i) Agregacion de la informacion lingiistica
En este paso se agregan los valores del conjunto de criterios de cada

alternativa para obtener un valor colectivo para cada alternativa. Dado
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que las valoraciones proporcionadas han sido transformadas en CTLDD,

se realiza un doble proceso de agregacién.

= En el primer proceso de agregacion se agregan los términos lingtiisti-
cos de cada CTLDD para obtener la preferencia de las expresio-
nes mediante valores 2-tupla. Para ello, cada término lingiiistico se
transforma en una 2-tupla anadiendo un valor 0 como traslacién

simbdlica.
HS(U’L_]) = {ST7ST+17 R 7St}7 Sr € S = (ST70)7

dondei e {1,....,n}yje{l,...,m}.
Una vez obtenidos los valores 2-tupla, se agregan mediante el ope-

rador de agregacién 2-tupla seleccionado en la fase anterior ¢.
Ve = A((p(Ail(Sr, 0),‘j)> Vre{l,... t} (5.2)

= En el segundo proceso de agregacion, los valores colectivos de los
criterios se agregan para obtener un valor colectivo para cada al-
ternativa vc,, utilizando un operador de agregacién ¢, que puede

ser igual que el anterior ¢, o diferente.
vo, = A(B(A sy, i) Vi€ {L,...,m} (5.3)

donde i € {1,...,n}.
ii) Ezplotacion
Una vez obtenido un valor colectivo para cada alternativa representado
mediante un valor 2-tupla, se utiliza la operaciéon de comparacién 2-

tupla para ordenar el conjunto de alternativas y seleccionar la mejor de

ellas.

A continuacién presentamos un algoritmo que describe el modelo de toma de
decisiones multicriterio basado en 2-tupla.

Supongamos un problema de toma de decisiones multicriterio donde cada
alternativa X = {x1,...,2,} estd definida por un conjunto de criterios C' =
{c1,...,cm} que pueden ser valorados mediante términos lingiiisticos simples o

expresiones lingiiisticas complejas.
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1. Definir la seméantica y sintaxis del conjunto de términos lingiiisticos S.
2. Definir la gramatica libre de contexto Gy.
3. Recoger las valoraciones proporcionadas v;j, i = {1,...,n}y j ={1,...,m}.
4. PARA cada fila ¢ = {1,...,n} HACER
4.1 Para cada columna j = {1,...,m} HACER
Egy (vij) = Hs(vij)
FIN PARA
FIN PARA
5. Seleccionar dos operadores de agregacion de informacién lingiiistica ¢ y o .
6. PARA cada fila ¢ = {1,...,n} HACER

6.1 Para cada columna j = {1,...,m} HACER
6.1.1 Para cada término lingiiistico del CTLDD (s, ), HACER

sp € 8= (s,0)

FIN PARA
FIN PARA

FIN PARA
7. PARA cada fila i = {1,...,n} HACER
7.1 PARA cada columna j = {1,...,m} HACER
Ve, = A(p(A™ (s, 0)i5)) Vre{l,... t}
FIN PARA

FIN PARA

* z .
Estos dos operadores podrian ser los mismos.
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8. PARA cada alternativa ¢ = {1,...,n} HACER
ve; = A(G(A™ (sr,a)ij) Vi€ {l,...,m}
FIN PARA

9. Seleccionar la mejor alternativa.

X = mazgex{(sr, )}

5.4. Ejemplo Ilustrativo de un Problema de Toma de

Decisiones Lingiiistico Multicriterio

En esta seccién se define un problema de toma de decisiones lingiiistico multi-
criterio que sera resuelto con los dos modelos propuestos. Finalmente analizaremos

los resultados obtenidos con ambos modelos.

Definicién de un Problema de Toma de Decisiones Lingiiistico Mul-
ticriterio

Consideremos el director de una compania que quiere seleccionar un distribui-
dor de materiales para comprar componentes de un nuevo producto. Después de
realizar un andlisis de los distintos distribuidores ha considerado 4 como candida-
tos X = {x1,x9,x3, 24} siendo los criterios a considerar, C' = {¢; = calidad, cy =
precio, cs = prestigio, c4 = velocidad de reparto}. Para el director de la empresa
no es facil proporcionar todas las valoraciones mediante términos lingiiisticos sim-
ples debido a la falta de informacién y conocimiento sobre algunos criterios. Por
tanto, en caso de dudar entre varios términos lingiiisticos puede utilizar expresiones

lingiifsticas comparativas.

5.4.1. Resolucién utilizando el Modelo de Toma de Decisiones
Multicriterio con Expresiones Lingiiisticas Comparativas
basado en Max-Min

Para resolver el problema de toma de decisiones definido previamente con el
modelo de toma de decisiones basado en max-min seguiremos los pasos del algo-

ritmo definido para el modelo.




5.4. Ejemplo Ilustrativo de un Problema de Toma de Decisiones

134 Lingiiistico Multicriterio
1. Definir la semdntica y sintazis del conjunto de términos lingiisticos S.
En problemas de toma de decisiones multicriterio cada valoracién v;;, repre-
senta la preferencia de la alternativa x; respecto del criterio ¢;. Un conjunto
de términos lingiiisticos apropiado para resolver este problema puede ser S =
{Nada(N), Muy Bajo(MB), Bajo(B), Medio(M), A(A), Muy Alto(M A),
Perfecto(P)}.
2. Definir la gramdtica libre de contexto Gp.
La gramatica libre de contexto G, definida en el capitulo 3, genera expresio-
nes lingiiisticas comparativas cercanas al lenguaje natural utilizado por los
expertos, para expresar sus valoraciones en problemas de toma de decisiones
multicriterio.
3. Recoger las valoraciones proporcionadas.
Las valoraciones aportadas por el director de la empresa sobre el conjunto
de criterios definido para cada alternativa son mostradas en la Tabla 5.3.
Tabla 5.3: Valores de preferencia
Criterios
Alt. Calidad Precio Prestigio Velocidad de reparto
1 A entre A y MA A menor que M
ro | entre A y MA A mayor que A B
T3 M entre By M M como mucho B
x4 B A entre A y MA A
4. Las valoraciones aportadas por el director de la empresa son transformadas
en CTLDD mediante la funcién de transformacion E¢,,. La Tabla 5.4 mues-
tra las expresiones lingiiisticas comparativas y términos lingiiisticos simples
transformados en CTLDD.
5. Seleccionar dos operadores de agregacion de informacion lingiiistica.

En este problema de toma de decisiones multicriterio se utilizaran los ope-

radores min_upper y max_lower definidos para agregar CTLDD.
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Tabla 5.4: Transformacién de las valoraciones

Criterios
Alt. | Calidad Precio | Prestigio | Velocidad de reparto
1 {A} {A, M A} {A} {N,MB, B}
xzo | {A, MA} {4} {MA, P} {B}
z | My | {B.MYy | {M} {N,MB, B}
w | (B} | {4 | {AMA) {4}

6. Para agregar el conjunto de criterios definidos para cada alternativa se uti-
lizan los operadores seleccionados en la fase anterior. El resultado serd un

valor colectivo pesimista y otro optimista para cada alternativa.

Operador min_upper

Este operador simbdlico obtiene el menor de los términos lingtifsticos maxi-

mos.

= En primer lugar aplicamos el operador upper bound a cada criterio
representado mediante CTLDD (ver Tabla 5.5).

Tabla 5.5: Resultados obtenidos con upper bound para cada valoracién

Criterios
Alt. | Calidad | Precio | Prestigio | Velocidad de reparto
1 {A} | {MA} {A} {B}
zy | {MA} | {A} {r} {B}
z3 | {M} | {M} {M} {B}
zs | {B} {4} {MA} {4}

= A continuacién para cada alternativa se selecciona el menor término
lingiifstico. La Tabla 5.6 muestra los resultados obtenidos para cada

alternativa.
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Tabla 5.6: Minimo término lingiiistico para cada alternativa

Alternativas/HS+ ()

T T2 3 Tq

(B} | {B} | {B} | {B}

Operador mazx_lower
Este operador simbdlico funciona a la inversa que el anterior, es decir, de-

vuelve el mayor de los términos lingiiisticos minimos.

= Se aplica el operador lower bound a cada valoracién representada me-

diante CTLDD. Los resultados se muestran en la Tabla 5.7.

Tabla 5.7: Resultados obtenidos con lower bound para cada valoracion

Criterios
Alt. | Calidad | Precio | Prestigio | Velocidad de reparto
| {A} {4} {4} {N}
2 {A} {A} {MA} {B}
z3 | {M} {B} {aM} {N}
zs | {B} {4} {4} {4}

Se selecciona el méximo término lingiiistico para cada alternativa (ver

Tabla 5.8).

Tabla 5.8: Méximo término lingiifstico para cada alternativa

Alternativas/Hg- (z;)
X1 x9 x3 T4

(A} | {MA} | (M} | {A}

7. Construir un intervalo lingiifstico para cada alternativa utilizando los térmi-
nos lingiiisticos colectivos obtenidos en la fase anterior, donde el limite iz-

quierdo del intervalo sera el minimo término lingiiistico y el limite derecho
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el méximo. La Tabla 5.9 muestra los intervalos que representan cada alter-

nativa.

Tabla 5.9: Intervalos lingiiisticos de las alternativas

Alternativas /v’
xr1 X2 x3 T4
[B,A] | [B,MA] | [B,M] | [B, 4]

8. Construir una la relacion de preferencia entre alternativas Pp.

- 04 067 0.5
06 — 07 06
033 025 — 033
0.5 04 067 —

D =

max(0,Ind(sa)—Ind(s2))—max(0,Ind(s2—Ind(ss)) _ 0.4

P(xy > 1) = (Tnd(s1)—Ind(s2)) +(Ind(s5—Ind(s2))

max(0,Ind(ss)—Ind(s2))—max(0,Ind(so—Ind(s4)) 0.6
(Ind(ss)—Ind(s2))+(Ind(sa—Ind(s2)) -

P(zy > 1) =

max(0,Ind(sa)—Ind(s2))—max(0,Ind(sa—Ind(s3)) _ 0.67

P(xy > x3) = (Tnd(s1)—Ind(s2)) +(Ind(s3—Ind(s2))

max(0,Ind(s3)—Ind(s2))—max(0,Ind(s2—Ind(s4)) —0.33

P(rz > 21) = (Tnd(s3)—Ind(s2))+(Ind(sa—Ind(s2))

9. Calcular la matriz de dominancia.

— 0 033 0

02 — 05 02
Py =

00 - 0

0 0 033 -

10. Aplicar un grado de seleccion de no dominancia para cada alternativa.
NDDy =08 NDDy =1, NDD3 =0.5, NDDy = 0.8
donde NDD; se obtiene mediante el siguiente célculo,

NDD; =min{(1-0.2),(1—0),(1—0)} =0.8
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11. Seleccionar la mejor alternativa,

5.4.2.

XNP = maz{NDDy,NDDy, NDD3, NDDy} = NDDs,
Por tanto, el distribuidor de materiales seleccionado es x2

Resoluciéon utilizando el Modelo de Toma de Decisiones
Multicriterio con Expresiones Lingiiisticas Comparativas
basado en 2-Tupla

A continuacién se resuelve el mismo problema de toma de decisiones multicri-

terio utilizando el modelo de toma de decisiones multicriterio basado en 2-tupla.

Dado que las 4 primeras fases de este modelo son iguales a las del modelo ba-

sado en max-min, nos centraremos en las dos iltimas fases del modelo Seleccion

de un operador de agregacion de informacion lingiistica y Seleccion de la mejor

alternativa.

5. Seleccion de dos operadores de agregacion de informacidn lingiiistica.

La agregacién de las valoraciones se realiza mediante un doble proceso de
agregacién en el que los operadores de agregacion pueden ser los mismos o
diferentes. En este problema de toma de decisiones, para agregar los términos
lingiiisticos de cada CTLDD se utiliza el operador de agregacién OWA [164],

en el que el vector de pesos se calcula siguiendo el enfoque explicado en [50].

En el segundo proceso de agregacién se utiliza el mismo operador de agre-
gacion asignando pesos a los criterios. Supongamos en este caso que todos
los criterios tienen el mismo peso, por tanto el vector de pesos es W =
(0.25,0.25,0.25,0.25).

. Los términos lingiifsticos de los CTLDD son convertidos en valores 2-tupla

anadiendo el valor 0 como traslacion simbdlica. Los resultados obtenidos son

mostrados en la Tabla 5.10.
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Tabla 5.10: Conversién de términos lingiiisticos a 2-tupla

Criterios
Alt. Calidad Precio Prestigio Velocidad de reparto
T {(4,0)} {(4,0),(MA,0)} {(4,0} {V,0),(MB,0), (B,0))}
z2 | {(4,0),(MA,0)} {(4,0} {(MA,0),(P,0)} {(B,0)}
3 {(M,0)} {(B,0), (M,0)} {(M,0)} {v,0), (MB,0),(B,0)}
T4 {(B,0)} {(4,0} {(4,0), (M A,0)} {(4,0}

7. Se agregan los valores 2-tupla de cada criterio mediante el operador OWA
para obtener un valor colectivo para cada criterio (ver Tabla 5.11). El vector

de pesos W dependerd de los términos lingiiisticos a agregar.

Tabla 5.11: Agregacién de los valores 2-tupla de cada criterio

Criterios
Alt. | Calidad Precio Prestigio | Velocidad de reparto
1 (A,0) (MA,—.5) (A,0) (MB,—.22)
x9 | (MA,—.5) (A,0) (P, —.33) (B,0)
3 (M,0) (M, —.5) (M, 0) (MB,—.22)
x4 (B,0) (A,0) (MA,—-.5) (A,0)

Para agregar el valor de la alternativa 1 respecto del criterio 4 v¢,,, se realiza

el siguiente calculo.

= Se calcula el valor de a.

= Se obtienen los pesos de los términos lingiiisticos que se van a agregar.

wi; = 0.33, w2 =0.22, w3 =045

= Se aplica el operador de agregacién OWA.
vy, = A(ATYHB,0) * 0.33 + A~Y(MB,0) % 0.22 + A71(N,0) % 0.45) =
(M B, —.22)
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8. Se agrega el conjunto de criterios definido para cada alternativa mediante
el operador OWA cuyo vector de pesos es W = (.25,.25,.25,.25). La Tabla

5.12 muestra los valores colectivos obtenidos para cada alternativa.

Tabla 5.12: Valores colectivos para cada alternativa

Alt./vci
xr1 ) xs3 T4
(M, .35) | (4,.05) | (B,.35) | (4,—.37)

donde el valor v, se obtiene como sigue,

vey, = A(ATL(A,0)%0.25+A"H (M A, —.5)%0.25+A71(A,0)%0.25+ AL (M B, —.22)x
0.25) = (M, .35)

9. Para seleccionar la mejor alternativa se utiliza la operaciéon maximo definida

para la 2-tupla.

x = maz{(M, .35), (4, .05), (B, .35), (A, —.37)} = (A,.05)
Por tanto, la mejor alternativa (distribuidor) es xa = (A, .05)

En este ejemplo podemos observar que aunque la alternativa seleccionada uti-
lizando ambos modelos ha sido la misma z3, en el modelo basado en max-min,
las alternativas x1 y z4 tienen el mismo valor, mientras que con el modelo basado
en 2-tupla, la alternativa x4 tiene un valor mayor que la alternativa x;. Ademas,
los procesos computacionales realizados con el modelo basado en 2-tupla son mas
simples, y el resultado final que se obtiene con dicho modelo es un valor lingiiistico
asociado a la mejor alternativa.

En los modelos de toma de decisiones multicriterio presentados, sélo puede
participar un experto, sin embargo en problemas méas complejos se necesita la
participacién de varios expertos que aporten sus valoraciones sobre los criterios de
cada alternativa. A continuacion, se introduce un modelo de toma de decisiones
multicriterio multiexperto donde los expertos utilizan vectores de preferencia para

expresar sus valoraciones.
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5.5. Modelo de Toma de Decisiones Multicriterio Mul-
tiexperto con Expresiones Lingiiisticas Compara-

tivas basado en 2-Tupla

En esta seccién se presenta un modelo de toma de decisiones multicriterio en
el que participan multiples expertos que pueden aportar sus valoraciones mediante
términos lingiifsticos simples o expresiones lingliisticas comparativas. Para realizar
los procesos computacionales se utiliza el modelo de representacién lingiiistico 2-
tupla, ya que computacionalmente es simple, eficiente y obtiene resultados precisos
y faciles de entender.

El modelo consta de 6 fases como muestra la Figura 5.4, de las cuales 5 son
iguales a las del modelo multicriterio basado en 2-tupla introducido en la seccién

5.3, por tanto nos centraremos en la tultima fase del modelo, Seleccion de la mejor

alternativa.
—| Seleccion de la mejor altemativa/sl—
! Modelo ;

Definicién de sintaxis ! 2-tupla !

y semantica "\' - "_

= = o )

—> .

Definicion de la -:l .

gramatica Gy - Xn =(5r i I )
e E
5= | o

1 yor que s; —>CTLDD

E

. 3 E-:] J\ s; _Gﬂ cTLDD \[Seleccién de operador

e - _ de agregacion de N Conjunto

72 A informacion lingtistica B<l< <l solucion

. R E, clasificacion

- . menor que s; —ﬂCTLDD

—>-
3em

Figura 5.4: Modelo de toma de decisiones multicriterio multiexperto con expresio-

nes lingiiisticas comparativas basado en 2-tupla

Supongamos un conjunto de criterios C' = {cy, ..., ¢y}, definido para cada al-
ternativa X = {x1,...,z,}, que pueden ser valorados por un conjunto de expertos

E ={ey,..., e}, mediante términos lingiiisticos simples o expresiones lingiiisticas
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comparativas.

6. Seleccion de la mejor alternativa.

Esta fase selecciona el conjunto solucion de alternativas al problema de toma

de decisiones y se divide en dos pasos: (i) Agregacion y (ii) Ezplotacion.

i) Agregacion de la informacion lingiiistica
Los vectores de preferencia proporcionados por los expertos se agregan
para obtener un valor colectivo para cada alternativa. Dado que las
valoraciones han sido unificadas en CTLDD se realiza un triple proceso

de agregacién tal y como muestra la Figura 5.5.

preferencias
linguisticas Agregacion 1

c c,

[*X1|(sp ) (s, Y)|(Sr, V)|(Sp, V)

X5|CTLDD (CTLDD|CTLDD |CTLDD:

X, [CTLDD|CTLDD|CTLDD [CTLDD!

'm

Xo (S, Q)| (sp, V) (Sp, C¥)| (S, X Agregacion 2 Agregacion 3

€4

9]
4
I
o
]
3]
5
e
o
e o = ©
9]
5
c
<]
<]
9]
3
-
<]
©
S !3

c Cm
X1|(sr, ¥)|(sp, ) ((sr. V) |(Sp, C¥)
I:> X (s Y)|(sr, C¥)|(S, ¥)|(S1, ¥ I:‘> X2

=X

SnQY)|(sp, ) (sy, C¥)|(Sp, (1)

n

aH

C1 Cm

(Sr, Q)(er a)|(sy, (v)

X4 x

ICTLDD|CTLDD CTLDD [CTLDD!

0
» C¥)|(sy, 3 , ]
. .
[) L []

Figura 5.5: Esquema de triple proceso de agregacién

= En el primer proceso de agregacion se agregan los términos lingiiisti-
cos de cada CTLDD para obtener la preferencia de las expresiones
mediante valores 2-tuplas. Para ello, cada término lingliistico se
convierte en un valor 2-tupla afiadiendo un valor 0 como traslacién
simbdlica.
Hs(vfj) ={Sr,Sr+1,---,5t}, sr €8 =(sr,0),

dondei e {1,...,n},je{l,....m}yke{l,...,0}.
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Una vez obtenidos los valores 2-tupla, se agregan utilizando el ope-

rador de agregacion 2-tupla ¢, seleccionado anteriormente

i, = A(e(A™ (s, 0)) Ve {l,...,t}

= En el segundo proceso de agregacion se agregan los valores de los
criterios de cada experto para obtener un valor colectivo para cada
criterio. El operador de agregacién ¢ puede ser igual que el anterior

©, o diferente.

ve, = AG(A (s, a)) Ve e{L,...,1}

dondei e {1,....,n}yje{l,...,m}.
= El dltimo proceso de agregacién consiste en agregar los criterios

colectivos de cada alternativa vc;;, mediante un operador de agre-

gacion 0, para obtener un valor colectivo para cada alternativa vc;.
ve; :A(Q(A_l(sﬁa)ij))a Vj e {17'--7m}

donde i € {1,...,n}.
ii) Ezplotacion
Una vez que se ha obtenido un valor colectivo para cada alternativa
vg;, representado mediante un valor 2-tupla, se utiliza la operacién de

comparacién definida para la 2-tupla [67], para ordenar el conjunto de

alternativas y seleccionar la mejor de ellas.

El algoritmo que describe el modelo de toma de decisiones multicriterio multi-

experto es el siguiente.

1. Definir la seméntica y sintaxis del conjunto de términos lingiiisticos S.
2. Definir la gramatica libre de contexto Gy.

3. Recoger las valoraciones proporcionadas vfj, i=A{1,...,n},j={1,...,m}
yk={1,...,0}.

4. PARA cada experto k = {1,...,l} HACER
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4.1 PARA cada fila i = {1,...,n} HACER
4.1.1 Para cada columna j = {1,...,m} HACER

Eg, (v)y) = H(vij)

FIN PARA
FIN PARA

FIN PARA

5. Seleccién de tres operadores de agregacion de informacién lingiiistica ¢, ¢ y
6" .

6. PARA cada experto k = {1,...,l} HACER

6.1 PARA cada filai = {1,...,n} HACER

6.1.1 Para cada columna j ={1,...,m} HACER
6.1.1.1 Para cada término lingiiistico del CTLDD (s,), HACER

sr € 8= (s,0)

FIN PARA
FIN PARA

FIN PARA
FIN PARA
7. PARA cada experto k = {1,...,l} HACER

7.1 PARA cada filai = {1,...,n} HACER
7.1.1 PARA cada columna j = {1,...,m} HACER

G, = Ap(A (s, 005) Vre{l,...,t}

FIN PARA
FIN PARA

* ’ .
Estos tres operadores podrian ser los mismos.
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10.

FIN PARA
PARA cada fila i = {1,...,n} HACER

8.1 PARA cada columna j = {1,...,m} HACER

ve, = ABA (s, a)f) Yk el ...

]
FIN PARA
FIN PARA

PARA cada alternativa i = {1,...,n} HACER

ve, = AO(A (s, a)i)), Vie{l,...,m}

FIN PARA

Seleccionar la mejor alternativa.

X =mazgex{(sr,a)}
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Capitulo 6

Aplicacién del Modelo de Toma
de Decisiones Multicriterio
Multiexperto: Evaluacion de

Riesgo Nuclear

Tal y como se indicé en la motivacién de esta memoria de investigacion, una
de las razones de mejorar la flexibilidad de la elicitaciéon de informacién lingiiistica
era porque en la evaluacién de riesgo nuclear aparecian valores perdidos cuando
los inspectores de la TAEA dudaban entre varios términos lingiiisticos para valorar
determinados indicadores, y necesitaban expresiones lingiiisticas mas elaboradas
que términos lingliisticos simples. Para solventar este problema, en este capitulo
resolvemos el problema de evaluacion de riesgo nuclear mediante el modelo de toma
de decisiones multicriterio multiexperto (TDMC-ME) con expresiones lingiiisticas

comparativas basado en 2-tupla definido en el capitulo 5.

En primer lugar se introduce brevemente el problema de evaluacién de riesgo
nuclear, y posteriormente se resuelve dicho problema siguiendo el algoritmo defi-
nido para el modelo TDMC-ME con expresiones lingliisticas comparativas basado

en 2-tupla.
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6.1. Descripcién del Problema de Evaluacion de Ries-

go Nuclear

Antes de introducir el problema, queremos indicar que los datos utilizados
para la definicién del problema son datos reales que fueron proporcionados por el
profesor Da Ruan, quien trabajaba en SCKeCEN, (centro de investigacién nuclear)
en Mol, Bélgica.

Consideremos un proceso especifico de evaluacién que evalua la posibilidad de
que se esté llevando a cabo un “proceso de enriquecimiento por difusién gaseoso”
dentro de la evaluacion de la produccién de uranio altamente enriquecido.

La Tabla 6.1 muestra el conjunto de indicadores (criterios) agrupados por su
tipo (fuerte, medio y débil), que se utilizan en este proceso de evaluacién. El vector
de pesos proporcionado para los indicadores es W;,q = (9,3, 1).

En nuestro ejemplo, en este proceso de evaluacién participan 4 inspectores
E = {e1,ea,€3,e4} cuya importancia viene dada por el siguiente vector de pesos
Wezp = (3,5,4,2). Los inspectores pueden expresar sus valoraciones mediante
términos linglisticos simples, o en caso de dudar entre varios de ellos, mediante
expresiones lingliisticas comparativas.

Para resolver el problema de toma de decisiones multicriterio multiexperto

planteado se siguen los pasos del algoritmo definido para tal modelo.

6.2. Algoritmo de Resolucion

1. Definir la semdntica y sintaxis del conjunto de términos lingiiisticos S.

En este problema de toma de decisiones multicriterio multiexperto, cada

valoracién vf, representa la preferencia del inspector k sobre el indicador 3.
Un conjunto de términos lingiiistico apropiado para resolver este problema

podria ser el siguiente,

S ={Nada(N), Muy Bajo(M B), Bajo(B), Medio(M), A(A), Muy Alto(M A), Per fecto(P)}
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Tabla 6.1: Descripcion de los indicadores

Indicador Descripcién Tipo
1 Compresor for pure UF6
2 Gaseous diffusion barrier Fuerte
3 Heat exchanger for cooling pure UF6
4 Diffuser housing/vessel
5 Gas blower for UF6
6 Rotary shaft seal Medio
7 Special control value (large aperture)
8 Special shut-off value (large aperture)
9 Chlorine trifluoride
10 Nickel powder, high purity
11 Gasket, large
12 Feed system/product and tails withdrawal
13 Expansion bellows
14 Header piping system
15 Vacuum system and pump
16 Aluminum oxide powder Débil
17 Nickel powder
18 PTFE (teflon)
19 Large electrical switching yard
20 Large heat increase in air or water
21 Larger specific power consumption
22 Larger cooling requirements (towers)

2. Definir la gramdtica libre de contexto Gp.

Las expresiones lingiiisticas comparativas generadas por la gramética libre

de contexto Gy, definida en el capitulo 3 son adecuadas para expresar va-

loraciones sobre el conjunto de indicadores. Por tanto, la gramaética libre de

contexto G sera:

Vi = {(término primario), (término compuesto), (relacién unaria),

(relacién binaria), (conjuncién) }
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Vi = {menor que, mayor que, al menos, como mucho, entre,y, so, s1, ..., Sg}
IeVy

P = {I ::= (término primario)|(término compuesto)

(término compuesto) ::= (relacién unaria)(término primario)|

(relacién binaria)(término primario)(conjuncién)(término primario)
(término primario) ::= sg|s1]. .. |sq

(relacién unaria) ::= menor que|mayor quelal menos|como mucho
(relacién binaria) ::= entre

(conjuncién) ::= y}

Recoger las valoraciones proporcionadas.

Las valoraciones aportadas por los inspectores sobre el conjunto de indica-

dores son mostradas en la Tabla 6.2.
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Tabla 6.2: Valoraciones proporcionadas sobre los indicadores
Indicador e1 €9 e3 eq
1 A B A P
2 al menos MA MA entre A y MA | al menos MA
3 MA M P P
4 M M MA A
5 M entre MB y B M mayor que A
6 A M MA M
7 como mucho B B MA MA
8 P menor que B mayor que A MA
9 M B MA A
10 B B M A
11 menor que B M MA entre M y A
12 MB entre By M B A
13 P P P al menos A
14 MA M P A
15 entre By M | como mucho B | menor que B | como mucho B
16 B B B M
17 A M mayor que A | entre A y MA
18 M M M B
19 entre By M al menos MA MA MA
20 P M P A
21 A M MA P
22 entre By M MB B como mucho B

4. Unificacion a CTLDD

Las valoraciones proporcionadas por los inspectores mediante términos lingiiis-
ticos simples y expresiones lingiifsticas comparativas son unificadas en CTLDD
mediante la funcién de transformacién Eg,, definida en el capitulo 3, (ver

Tabla 6.3).
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Tabla 6.3: Valoraciones unificadas en CTLDD

Indicador e1 es es eq
1 {A} {B} {A} {P}
2 {MA,P} {MA} {AMA} | {MA,P}
3 {MA} {M} {P} {P}
4 {M} {M} {MA} {A}
5 {M} {MB,B} {M} {MA,P}
6 {A} {M} {MA} {M}
7 {N,MB,B} {B} {MA} {MA}
8 {P} {N,MB} | {MA,P} {MA}
9 {M} {B} {MA} {A}
10 {B} {B} {M} {A}
11 {N,MB} {M} {MA} {M,A}
12 {MB} {B,M} {B} {A}
13 {P} {P} {P} {A,MA,P}
14 (MA} {M} {P} {A}
15 {B,M} {N,MB,B} | {N,MB} | {N,MB,B}
16 (B} {B} {B} {M}
17 {A} {M} {MA,P} {AMA}
18 {M} {M} {M} {B}
19 {B,M} {MA,P} {MA} {MA}
20 {P} {M} {P} {A}
21 {A} {M} {MA} {P}
22 {B,M} {MB} {B} {N,MB,B}

5. Seleccion de tres operadores de agregacion de informacion lingiistica.

Sin pérdida de generalidad, los operadores de agregacién utilizados en la fase
de agregacion seran, el operador OWA para agregar los términos lingiiisticos
de los CTLDD. El vector de pesos es calculado segtin el enfoque de Filev
y Yager [50]. Para agregar los indicadores e inspectores se utiliza la media
ponderada segin los pesos proporcionadas en la definiciéon del problema.

Estos pesos serdan normalizados entre [0,1].




6. Aplicacién del Modelo de Toma de Decisiones Multicriterio
Multiexperto: Evaluacion de Riesgo Nuclear 153

6. Transformacion a 2-tupla
Las valoraciones son transformadas a 2-tupla para realizar los procesos compu-
tacionales en la agregacion.

7. Agregacion, paso 1.

La Tabla 6.4 muestra el resultado de la agregacion de los términos lingiiisticos
de los CTLDD mediante el operador OWA. Los resultados estan representa-

dos mediante valores 2-tupla.

Para obtener el valor v = (P, —.17) en primer lugar se calcula el peso de
cada término lingiiistico del CTLDD. Para ello se utiliza el enfoque propuesto

por Filev y Yager.

wi=a=2 wy=(1-a)=4

Una vez obtenidos los pesos, se aplica el operador OWA al CTLDD.
vh, = AG * ATY(P0) + L« ATH(A,0)) = (P,—.17)
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Tabla 6.4: Resultado de agregar los términos de los CTLDD

Indicador e1 €9 es eq
1 (A,0) (B,0) (A,0) (P,0)
2 (P,-.17) (MA,0) (MA,-.5) (P,-.17)
3 (MA,0) (M,0) (P,0) (P,0)
4 (M,0) (M,0) (MA,0) (A,0)
5 (M,0) (B,-.5) (M,0) (P,-.17)
6 (A,0) (M,0) (MA,0) (M,0)
7 (MB,-.11) (B,0) (MA,0) (MA,0)
8 (P,0) (N,.17) (P,-.17) (MA,0)
9 (M,0) (B,0) (MA,0) (A,0)
10 (B,0) (B,0) (M,0) (A,0)
11 (N,.17) (M,0) (MA,0) (A,-.5)
12 (MB,0) (M,-.5) (B,0) (A,0)
13 (P,0) (P,0) (P,0) (MA,.11)
14 (MA,0) (M,0) (P,0) (A,0)
15 (M,-.5) (MB,-.11) | (N,.17) (MB,-.11)
16 (B,0) (B,0) (B,0) (M,0)
17 (A,0) (M,0) (P,-.17) (MA,-.5)
18 (M,0) (M,0) (M,0) (B,0)
19 (M,-.5) (P,-.17) (MA,0) (MA,0)
20 (P,0) (M,0) (P,0) (A,0)
21 (A,0) (M,0) (MA,0) (P,0)
22 (M,-.5) (MB,0) (B,0) (MB,-.11)}

8. Agregacion, paso 2.

En el segundo proceso de agregacion se agregan los valores de los indicadores
de cada inspector obteniendo un valor colectivo para cada indicador vg,.
El operador utilizado es la media ponderada y el vector de pesos de los
inspectores es Wy, = (3,5,4,2). La Tabla 6.5 muestra los valores colectivos

de los indicadores.
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Tabla 6.5: Valores colectivos de los indicadores

Indicador Ve,
1 (A,-.43)
2 (MA,.15)
3 (MA -.29)
4 (A,-.29)
5 (M,-.13)
6 (A,-.21)
7 (M,.05)
8 (A,-.27)
9 (M,.36)
10 (M,-.43)
11 (M,.04)
12 (B,.25)
13 (P-.13)
14 (A,.43)
15 (MB,.03)
16 (B,.14)
17 (A,.24)
18 (M,-.14)
19 (MA,-.24)
20 (MA -.36)
21 (A,.21)
22 (B,-.41)

El valor v, es obtenido como sigue,

3xA"1(A,0)+5+A~1(B,0)+4x A1 (A,0)+2+A~ 1 (P,0
ve, = A( L (3+5)i4+2 L ( )) = (4,-.43)

9. Agregacion, paso 3.

En el ultimo proceso de agregacién se agregan los valores colectivos de los
indicadores para obtener un valor global de evaluacién del proceso “enrique-

cimiento por difusién gaseoso”. El operador utilizado es también la media
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ponderada con el vector de pesos proporcionado W;,q = (9,3, 1).

Finalmente, el valor global obtenido es, Vjiopar = (A, —.15).

El valor global obtenido indica que la posibilidad de que se esté llevando a cabo

un proceso de enriquecimiento por difusion gaseoso es casi Alto.




Capitulo 7

Aplicacion Software de Apoyo a

la Toma de Decisiones

En este capitulo se presenta la integracion de un médulo denominado Hesitant,
para manejar expresiones lingiiisticas comparativas y CTLDD, en una aplicacion
de apoyo a la toma de decisiones llamada Multicriteria Decision Analysis with
Computing with Words (MCDACW), desarrollada por el grupo de investigacién
Sistemas Inteligentes Basados en Andlisis de Decision Difusos (SIN BAD?).

Para ello, en primer lugar se describe la arquitectura de MCDACW, y a conti-
nuacion se describe la funcionalidad del médulo Hesitant, utilizando para ello un
modulo especifico desarrollado para el problema de evaluacién de riesgo nuclear

definido en el capitulo 6.

7.1. Arquitectura de la Aplicacion MCDACW

La arquitectura que se ha utilizado para desarrollar la aplicacion MCDACW,
ha sido la plataforma Rich Client Platform (RCP) [111]. RCP es una tecnologia
que permite seleccionar el conjunto de componentes y médulos méas adecuados y los
acopla a una funcionalidad particular para construir una aplicacién de escritorio
completa.

Existen distintas alternativas para desarrollar una aplicacion RCP tales como:
Eclipse RCP, Netbeans platform y Spring framework. Para desarrollar MCDACW
se ha optado por Eclipse RCP [111]. Eclipse RCP utiliza OSGi [1] como mecanismo
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de modularidad y extension. Ademas, dispone de una gran cantidad de informacién
y de una comunidad muy amplia que le da soporte.

La aplicacién estd basada en 4 tipos de modulos bésicos:

s Bibliotecas: Son los mdédulos que proporcionan el soporte para la toma de

decisiones.
= GUI: Son los médulos que forman la interfaz de la aplicacién.

= Métodos: Son plugins Eclipse que permiten resolver distintos problemas de

toma de decisiones.

» Operadores: Son plugins Eclipse que implementan distintos operadores de

agregacion.

La interfaz de la aplicacion se divide principalmente en 3 perspectivas que a

continuacién se revisan brevemente:

= Framework: Es la ventana principal que se muestra al ejecutar la aplicacion
y donde se define el problema de toma de decisiones. Aqui es donde se crean
los expertos que participan en el problema, el conjunto de alternativas y el
conjunto de criterios. También se define el dominio de informacién que se va

a utilizar y se asigna dicho dominio a cada experto, alternativa o criterio.
» Gathering: En esta ventana se introducen la valoraciones de los expertos.

= Rating: Esta ventana permite seleccionar el modelo de toma de decisiones
que se va a utilizar para la resolucién del problema. Tiene distintas pestanas

dependiendo de las fases que tenga el modelo de toma de decisiones.

7.2. Funcionalidad del Mdédulo Hesitant

MCDACW es una aplicacion de escritorio desarrollada para dar soporte en
la resolucion de problemas de toma de decisiones. De los distintos mdédulos que
integra, nosotros nos centraremos en el funcionamiento del médulo Hesitant, que
permite manejar expresiones lingiiisticas comparativas y CTLDD. Actualmente

el médulo implementa el modelo de toma de decisiones multicriterio basado en
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max-min y el modelo de toma de decisiones multicriterio multiexperto basado en
2-tupla, ambos presentados en el capitulo 5.

A continuacién, se muestra la funcionalidad del médulo Hesitant, utilizando pa-
ra ello el problema de toma de decisiones multicriterio multiexperto de evaluacion
de riesgo nuclear definido en el capitulo 6.

Como se ha comentado en la seccidon anterior, la interfaz se divide en tres
perspectivas.

= Framework

En primer lugar se define el marco de trabajo del problema en el que se
introduce el conjunto de expertos, el conjunto de alternativas (en este caso
s6lo una) y el conjunto de criterios, agrupados segun su tipo: Fuerte, Medio
y Débil (ver Fig.7.1).

mcdacw - /home/usuario/examples/nuclear.mcdacw o

Archivo  Editar

ns | p |
¥ AW %= | # Framework| @ Gathering| | @ Rating|
B Expertos + < & Dominios & v
=
&t T Nombre Descripcion
-
&2 @ Hesitant domain  (Nothing,Very low, Low,Medium,High,Very high, Perfect)
a6
-
& B4
W Alternativas 5 =
[ Gaseous diffusion enrichment
E Asignacion de dominios =
m Criterios &+ - Experto Alternativa Criterio Dominio
[
ISeLemnnar ‘ v ISeLemnnar ‘ v ISeLemnnar ‘ v [Setemnnar | A
! Criterio ) ) ) |
b ! Medium aExperto ElAtternatwa @ Criterio E Dominio 2 Bloquear
A ! Strong * (Todos) * (Todos) * (Todos) Hesitant domain j”

rm Compressor for pure UF6
rm Gaseous diffusion barrier
rm Heat exchanger for cooling pure UF6

b M weak
a M [2)

Figura 7.1: Definicién del marco de trabajo

A continuacién se define el dominio de informacién que se va a utilizar para

proporcionar las valoraciones (ver Fig. 7.2) y se asigna dicho dominio a cada

experto.
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Tipo de dominio

Nuevo dominio. Selecciona tipo de dominio

Nombre del dominio

Hesitant

Selecciona tipo de dominio
O Dominio numérico
O Dominio intervalar numérico
© Dominio lingiifstico
® Dominio hesitant
© Dominio no balanceado
Seleccionar el modo de generar el dominio hesitant
® Dominio hesitant autogenerado

© Generar dominio hesitant manualmente

I
[ Next > | Cancel

Figura 7.2: Seleccion del dominio de informaciéon

s Gathering

En esta ventana se introducen las valoraciones de los expertos para cada
criterio. Como se puede observar en la Figura 7.3, en la parte inferior de la
ventana se muestra la sintaxis y seméntica del conjunto de términos lingiiisti-

cos S, y el tipo de valoraciones que se pueden introducir:

e Primaria: son los términos lingiiisticos simples.

o (Compuesta: son las expresiones lingiiisticas comparativas generadas por
la gramaética libre de contexto G, que a su vez se dividen en Unaria,
aquellas expresiones que utilizan un tnico término lingiiistico y Binaria,

las que utilizan dos términos lingtiisticos.

Dependiendo del tipo de valoracién seleccionado, los elementos de la lista

desplegable son distintos.
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Archivo Editar

s VIE I

* mcdacw - fhome/usuario/examples/nuclear.mcdacw

| @ Framework

I‘ Gathermgl I' Rating

Expertos

¥ E1
¥ E2
¥ E3
¥ E4

B Experto | [B] Alternativa

[l criterio

T Dominio

@ Evaluacién

Alternativas

Gaseous diffusion enrichment

Criterios

[ [>

b ) Medium
= ¥ Strong

Compressor for pure UF6

Gaseous diffusion barrier

Heat exchanger for cooling

P & Weak

E1l Gaseous diffusion enrichment | Medium:Rotary shaft seal :ﬂ Hesitant domain | High
E1 Gaseous diffusion enrichment | Medium:Special shut-off value (Large aperture)  |()° Hesitant domain | Perfect
E1 Gaseous diffusion enrichment | Strong: Compressor for pure UF6 7 Hesitant domain : High
El Gaseous diffusion enrichment | Strong:Gaseous diffusion barrier 7 Hesitant domain | At least Very high
E1 Gaseous diffusion enrichment ; Strong:Heat exchanger for cooling pure UF6 ”_ﬂ Hesitant domain ;| Very high
E1 Gaseous diffusion enrichment EWEak:ALumnium oxide powder ”_ﬂ Hesitant domain Low
E1 Gaseous diffusion enrichment | Weak:Expansion bellows :ﬁ Hesitant domain | Perfect [~
1.00
Evaluacién hesitant
075 /
O Primaria ® Unaria /
@® Compuesta O Binaria / \
\
lAtMust | v | [Luw | v | ! )
0,00 =
00 01 02 03 04 05 06 07 08 08 L0
[ No aplicable
[—Nothing =—Very low —Low —Medium —High — Very high
— Perfect

= Ratings

Figura 7.3: Recoleccién de las valoraciones

Una vez introducidas las valoraciones de los expertos, se pasa a la perspectiva

Rating, que se divide en tres pestanas.

i) Seleccion del Método: se selecciona el método de toma de decisiones

que se va a utilizar para resolver el problema, en este caso “Nuclear

safeguards Evaluation”. En ese momento se muestra la descripcion del

método y los pasos que se van a realizar (ver Fig. 7.4).

ii) Unificacion: En esta fase hay que seleccionar el operador de agregacion

que se va a utilizar para agregar los términos del CTLDD. Actualmente

solo se ha definido el operador OWA con el cuantificador propuesto por

Filev y Yager [50], que es el que utilizaremos en este problema (ver Fig.

7.5).




162

7.2. Funcionalidad del Mdédulo Hesitant

Archivo Editar

* mcdacw - fhome/usuario/examples/nuclear.mcdacw

CedHd =33

[ [0 [ x]

[‘ Framework

I' Gathering | | Rau'ngl

Métodos disponibles NucLaar safeguards eva

Descripcién del método

Nuclear safeguards evaluation aims to verify that countries
are not misusing nuclear programs for nuclear weapons
purposes. Experts of the International Atomic Energy
/Agency (IAEA) carry out an evaluation process in which
several hundreds of indicators are assessed according to the
information obtained from different sources. These
assessments are synthesized in a hierarchical way to obtain
a global assessment.

Pasos del método

Unification
Aggregation process

|« Atras Siguiente > Reiniciar

Método: Nuclear safeguards evaluation

Paso: 1/3

Figura 7.4: Seleccién del método a utilizar

Archivo  Editar

=Y IEE

i‘ Frameworkl Iw Gathermgl l. Rating

Seleccion del método -

@ Unificacién

ﬁ Experto

E Alternativa

m Criter;

Cuantificador

Cuantificador F\Lev-Yager

Operador de agregacion Guardar
< Atras [ Siguiente > Reiniciar
Método: Nuclear safeguards evaluation Paso: 2/3

Figura 7.5: Unificacion: seleccion del operador de agregacion

La Figura 7.6 muestra los resultados representados en valores 2-tupla

obtenidos en la fase de unificacion.
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Archivo ~Editar
DEHM ==

Seleccién del método Unification| Aggregation process

5.d)

=)

@ Unificacion & Experto T Alternativa

(Medium, 0) E1
(Medium, 0) E1
(Medium, 0) E1
(Low, 0) E1
(High, 0) E1l

(Very low, -0.11) |E1

(Perfect, 0) 3
(High, 0) E1
(Perfect, -0.16) E1l

Operador de agregacion |(W) Owa A

Método: Nuclear safeguards evaluation

Gaseous diffusion enrichment:
Gaseous diffusion enrichment;
Gaseous diffusion enrichment:
Gaseous diffusion enrichment.
Gaseous diffusion enrichment.
Gaseous diffusion enrichment;
Gaseous diffusion enrichment:
Gaseous diffusion enrichment:

Gaseous diffusion enrichment.

* mcdacw - /home/usuario/examples/nuclear.mcdacw

i criterio

Medium: Chlorine trifluoride

Medium:Diffuser housing/vessel

Medium:Gas blewer for UF6

Medium:Nickel powder, high purity
Medium:Rotary shaft seal

Medium:Special control value (large aperture)
Medium:Special shut-off value (large aperture)

Strong: Compressor for pure UF6

Strong:Gaseous diffusion barrier

1
< Atras

| Reiniciar

[ |
Siguiente > |

s Dominio de origen
Hesitant domain
Hesitant domain
Hesitant domain
Hesitant domain
Hesitant domain
Hesitant domain
Hesitant domain
Hesitant domain

Hesitant domain

[ * Framewurk‘I o Gathermg“ # Rating|

@ Evaluacién
Medium

Medium

Medium

Low

High

At most Low
Perfect

High

At least Very high

‘Lanuardarl

Paso: 2/3

Figura 7.6: Unificacion: resultados representados en valores 2-tupla

iii) Proceso de Agregacion: Para agregar las valoraciones de los expertos, en

primer lugar se selecciona el operador de agregacién weighted mean y

posteriormente se introducen los pesos de los expertos, tal como muestra

la Figura 7.7.

Una vez seleccionado el operador de agregacién para agregar el con-

junto de criterios e introducidos los pesos segiin su tipo, se muestra el

resultado final del proceso de “enriquecimiento por difusiéon gaseoso”

(ver Fig. 7.8).
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Archivo  Editar

[Ded4 =3 ®

@ Framework | 4 Gathering| | ¥ Rating

Seleccion del métod: _ p
ﬁ Experto| & E @Operador Valores para todos los expertos (experto)
(W) Weighted mean E1 E2 E3 E4  Suma
Todes 3.0 2.0 14
B criterio| & & @Operadur 2o0if 7 ~
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4 N
0.50 < <
0.2 P .
A s
0.00
00 01 02 o3 o os o6 07 o 05 19
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l < Atras “ Siguiente > ‘[ Reiniciar l
Método: Nuclear safeguards evaluation Paso: 3/3

Figura 7.7: Agregacion: seleccién del operador de agregacién

Archivo Editar
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Método: Nuclear safeguards evaluation Paso: 3/3

Figura 7.8: Agregacién: resultado final de la agregacién




Capitulo 8

Conclusiones y Trabajos
Futuros

A continuacién revisamos las principales propuestas y resultados obtenidos a
lo largo de esta memoria, y proponemos cuales seran las lineas de investigacién
y trabajos futuros que nos planteamos desarrollar a partir de estos resultados.
Finalmente, presentamos una lista de las publicaciones derivadas de los resultados

de nuestra investigacién en este campo.

Conclusiones

La toma de decisiones es un proceso habitual para los seres humanos en muchas
actividades del mundo real como la ingenieria, planificacién, finanzas, medicina,
etc. Los problemas de decisién en el mundo real se definen normalmente en con-
textos donde la informacién es vaga e imprecisa. Existen distintos enfoques que
manejan este tipo de informacién. En esta memoria nos hemos centrado en el
Enfoque Lingiiistico Difuso, que proporciona buenos resultados en problemas de
toma de decisiones. El uso de informacién lingiiistica implica operar con palabras.
Para realizar los procesos de computacién con palabras y modelar la informacién
lingtiifstica existen diferentes modelos lingiiisticos. En esta investigacién hemos re-
visado los modelos lingtiisticos mas utilizados en toma de decisiones analizando
su representacion lingiiistica y su modelo computacional. De los modelos revisa-
dos nos hemos centrado en los modelos lingiiisticos computacionales simbdlicos, ya

que obtienen resultados precisos y faciles de entender. A pesar de las bondades de
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estos modelos, se detectd la necesidad de mejorar la flexibilidad de expresién en
los mismos, ya que la mayoria de ellos tratan con términos lingiiisticos definidos
a priori, y restringen a los expertos a expresar sus valoraciones o preferencias me-
diante términos lingiiisticos simples que a veces no son suficientes para reflejar su
conocimiento, porque necesitan expresiones lingliisticas mas elaboradas.

Para superar estas limitaciones se han propuesto en la literatura enfoques que
inicialmente proporcionan expresiones lingiiisticas méas flexibles y ricas que térmi-
nos lingtifsticos simples. Sin embargo, tales expresiones no son similares a las ex-
presiones utilizadas por los expertos en problemas de toma de decisiones y/o no
tienen definida una formalizaciéon para generar las expresiones.

Por tanto, en nuestra investigacién hemos propuesto un modelo de represen-
tacién lingiiistica llamado Conjuntos de Términos Lingiiisticos Difusos Dudosos,
que permite modelar miltiples términos lingiiisticos, y hemos propuesto el uso de
gramaticas libres de contexto para generar formalmente expresiones linglisticas
comparativas cercanas al modelo cognitivo de los seres humanos, que son modela-
dos mediante CTLDD.

Posteriormente, hemos propuesto dos modelos de toma de decisiones en grupo
con expresiones lingliisticas comparativas capaces de ofrecer a los expertos una
mayor flexibilidad a la hora de expresar sus preferencias en situaciones de decision
donde hay un alto grado de incertidumbre. Para realizar los procesos computacio-
nales, uno de los modelos propuestos utiliza un modelo lingiiistico computacional
simbdlico y el otro utiliza el modelo de representacién lingiiistica 2-tupla.

Dado que en muchos problemas de toma de decisiones las alternativas se
evalian atendiendo a multiples criterios, también nos planteamos abordar este
tipo de problemas, desarrollando dos modelos de toma de decisiones multicriterio
en los cuales las valoraciones pueden ser expresadas mediante términos lingiiisticos
simples, y en caso de dudar entre varios de ellos, mediante expresiones lingiiisticas
comparativas. Al igual que los modelos de toma de decisiones en grupo, estos mo-
delos también utilizan un modelo lingiiistico computacional simbdlico y el modelo
de representacion lingiiistico 2-tupla para realizar los procesos de computacion con
palabras.

En el ambito de modelos de decisién hemos considerado también que la com-
plejidad de los problemas de toma de decisiones multicriterio en el mundo real lleva

a considerar multiples puntos de vista. Por tanto, proponemos un modelo de to-
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ma de decisiones multicriterio multiexperto en el que los expertos pueden aportar
sus valoraciones mediante términos lingiiisticos simples o expresiones lingiiisticas
comparativas. Ademds, hemos presentado una aplicacién del modelo de toma de
decisiones multicriterio multiexperto para la evaluacién de riesgo nuclear, que me-
jora la flexibilidad de la elicitacién de informacion lingiiistica mediante el uso de
gramadticas libres de contexto y CTLDD.

Finalmente, hemos presentado una aplicaciéon software de apoyo a la toma de
decisiones, que implementa un nuevo médulo para manejar expresiones lingtiisticas
comparativas y CTLDD en problemas de toma de decisiones.

Como podemos observar, todos los objetivos que perseguiamos al inicio de esta
investigacién han sido alcanzados a través de las propuestas presentadas en esta

memoria.

Trabajos Futuros

Dado que la toma de decisiones con informacién lingiiistica es un drea impor-
tante y de gran utilidad en muchas actividades del mundo real como la ingenieria,
la psicologia, las finanzas, etc., nuestros trabajos futuros se encaminan hacia las

siguientes lineas de investigacién:

= Mejorar la representacién de las expresiones lingiiisticas comparativas para
facilitar los procesos de computaciéon con palabras con este tipo de informa-

cion, definiendo una envoltura difusa, intuicionista, tipo-2, etc.
» Desarrollar nuevos operadores de agregacion que permitan agregar CTLDD.

= Aplicar los modelos propuestos en esta investigacién a distintos problemas
reales, para comparar los resultados con otros modelos de toma de decisiones

existentes en la literatura.

= Completar la implementacion del médulo Hesitant desarrollando los modelos

de toma de decisiones en grupo con expresiones lingiifsticas comparativas.

» Definir nuevas gramaticas libres de contexto que generen expresiones lingiiisti-

cas diferentes adaptadas a los problemas de toma de decisiones.
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Publicaciones
Para finalizar, en relacién a la difusion y publicacién de los resultados presenta-

dos, destacamos las publicaciones méas intimamente relacionadas con esta memoria:
= En Revistas Internacionales

e R.M. Rodriguez, L. Martinez, F. Herrera, Hesitant Fuzzy Linguistic
Term Sets for Decision Making. IEEE Transactions on Fuzzy Systems,
vol. 20, issue 1, pp. 109-119, 2012.

e R.M. Rodriguez, L. Martinez, F. Herrera, A Group Decision Making
Model Dealing with Comparative Linguistic Expressions based on He-
sitant Fuzzy Linguistic Term Sets. Information Sciences. Sometido en

2° ronda con minor revision.

e R.M. Rodriguez, L. Martinez, An Analysis of Symbolic Linguistic Com-
puting Models in Decision Making. International Journal of General
Systems, vol. 42, issue 1, pp. 121-136, 2013.

e R.M. Rodriguez, L. Martinez, D. Ruan, J. Liu, Using Collaborative
Filtering for Dealing with Missing Values in Nuclear Safeguards Eva-

luation. International Journal of Uncertainty, Fuzziness and knowledge-
based Systems, vol. 18, issue 4, pp. 431-450, 2010.

» Fn Congresos Internacionales

e R.M. Rodriguez, L. Martinez, F. Herrera, Hesitant Fuzzy Linguistic
Term Sets. ISKE 2011, Foundations of Intelligent Systems, Advances in
Intelligent and Soft Computing, vol. 122, pp. 287-295, Springer Berlin
/ Heidelberg, 2011.

e R.M. Rodriguez, L. Martinez, F. Herrera, A Multicriteria Linguistic
Decision Making Model Dealing with Comparative Terms. Eurofuse
2011, Advances in Intelligent and Soft Computing, vol. 107, pp. 229-
241, Springer Berlin / Heidelberg, 2011.

e R.M. Rodriguez, L. Martinez, F. Herrera, Group Decision Making with
Comparative Linguistic Terms. IPMU 2012, Advances on Computatio-
nal Intelligence Communications in Computer and Information Science,
vol. 297, pp. 181-190, Springer Berlin / Heidelberg, 2012.
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e R.M. Rodriguez, M. Espinilla, L. Martinez, A Comparative Analysis of
Symbolic Linguistic Computational Models. International Fuzzy Sys-
tems Association. European Society for Fuzzy Logic and Technology,
Lisboa (Portugal), July 20-24th, 2009.

e R.M. Rodriguez, L. Martinez, A Comparison among Symbolic Compu-
tational Models in Linguistic Decision Making. The 9th International
FLINS Conference on Foundations and Applications of Computational
Intelligence, Emei, Chengdu (China), August 2-4th, 2010.

= FEn Congresos Nacionales

e R.M. Rodriguez, L. Martinez, F. Herrera, Modelo Lingiiistico de Toma
de Decisiones Multicriterio con Expresiones Lingiiisticas Comparativas.
XVI Congreso Espafiol sobre Tecnologias y Légica Fuzzy (ESTYLF
2012), Valladolid (Spain), February 1st-3rd, 2012.

e R.M. Rodriguez, L. Martinez, F. Herrera, Toma de Decisiéon Lingiiistica.
Modelos Computacionales Simbdlicos y su Aplicacion en el Tratamien-
to de Percepciones. XV Congreso Espaiiol sobre Tecnologias y Logica
Fuzzy (ESTYLF2010), Punta Umbria (Huelva), February 3-5th, 2010.
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Apéndice A
Comparacion de Intervalos

Como hemos observado en el capitulo 3, la comparaciéon de CTLDD esta basada
en la envoltura, cuya definicién es un intervalo. En este apéndice revisamos algunos
métodos para comparar intervalos que podrian ser utilizados en la comparacién de

CTLDD, pero antes introduciremos el concepto de intervalo numérico.

Definicién 53 [79] Un intervalo es definido mediante un par ordenado entre cor-

chetes,
A=lar,ag] ={a:ar <a<agr}
donde ay, es el limite izquierdo, y ar es el limite derecho de A.
Definicién 54 [79] Un intervalo también puede ser definido mediante su centro
y amplitud,
A= {ac,aw)={a:ac—aw <a<ac+aw}
donde ac es el centro, y ayw es la amplitud de A.

De las definiciones 53 y 54, el centro y amplitud de un intervalo se puede

obtener de la siguiente forma:

ac = %(CLR-FCLL) (A.1)
1
ay = 5(@3 —ar) (A.2)
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En la literatura se han presentado diferentes enfoques para comparar intervalos.
En [79] Ishibuchi y Tanaka presentaron dos relaciones de orden. Una de ellas se
define mediante los limites izquierdo y derecho de un intervalo como se indica a

continuacion.

Definicién 55 [79] Sea A = [ar,ar] y B = [br,br| dos intervalos, la relacion de
orden <pr entre A y B es definida como sigue, A <pr B si solo si ap, < by, y
ap <br, A<pr B sisolosiA<i;r ByA+DB

Esta relaciéon de orden es parcial y por tanto, hay muchos pares de intervalos
que no pueden ser comparados con tal relacién. Para evitar esta limitacién, los
autores definieron una segunda relacién de orden <cw, en la que utilizaban el

centro y amplitud del intervalo.

Definicién 56 [79] Sea A = [ar,ar| y B = [br,bgr| dos intervalos, la relacion de
orden <cw entre A y B es definida como sigue, A <cw B si solo si ac < bo y
aw <bw, A<cw B si solo si A<ew ByA#B

Esta relacién de orden también define una relacién de orden parcial entre in-
tervalos.

M4s tarde Kundu [87] definié una relacién de preferencia difusa entre dos in-
tervalos en la linea real mediante la siguiente funcién que utiliza relaciones de

probabilidad.

Left(A, B) = maz{0, Pap(z < y) — Pap(z > y)}, (A.3)

donde Psp(x < y) es la probabilidad que z < y, z € A, y € B. Siendo z,y
uniforme e independientemente distribuidos en los intervalos A y B.
Similarmente puede ser definido Right(A, B),

Right(A, B) = max{0, Pap(z > y) — Pap(z < y)}, (A.4)

El inconveniente de este enfoque es que no tiene en cuenta la amplitud de
los intervalos, por lo que podria darse el caso que dos intervalos sean igual de
preferibles, a pesar de que uno tenga mayor amplitud (mayor incertidumbre) que

otro.
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Posteriormente Sengupta et al. [137] presentaron dos enfoques para comparar
cualquier par de intervalos y mejoraron los métodos de Ishibuchi y Tanaka, y Kun-
du. Nosotros explicaremos uno de los dos enfoques, ya que lo hemos considerado
adecuado para comparar CTLDD utilizando sus envolturas. Este método introdu-
ce una funcién de aceptacién que indica el grado de aceptacién en el que el primer

intervalo es inferior al segundo intervalo.

Definicién 57 [137] Sea I el conjunto de todos los intervalos cerrados en la linea
real R, y A y B dos intervalos, A, B € I. La funcion de aceptacion A : I x I —

[0,00] es definida como,

ber —
A< _ C ac
bw + aw
donde by + aw # 0, ac < bo, siendo ac, bo, aw y by el centro y amplitud de
los intervalos A y B.

Este grado de aceptaciéon es un nimero real que representa el grado de acepta-
cién que el intervalo A es inferior al intervalo B y es interpretado como se indica

a continuacién:

= Si A. = 0 entonces no se acepta que el intervalo A es inferior a B.

» Si0< A. <1, entonces A- es aceptado con diferente grado de satisfaccion

en el intervalo [0,1].

s Si A. >=1, es absolutamente cierto que el intervalo A es inferior a B.
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Apéndice B
English Summary

This appendix contains an English summary of the thesis entitled, Using Com-
parative Linguistic Preferences in Decision Making under Uncertainty, as partial
fulfilment for the International Ph.D. This summary presents a new representation
model of linguistic information that increases the richness of linguistic elicitation
in decision making problems, and proposes the use of context-free grammars to
generate linguistic expressions close to human beings’ cognitive model that will be
modelled by the previous model.

First of all, the motivation and aims of this report are exposed. Afterwards,
four papers that include the main proposals of this research are attached. Next,
a multicriteria multiexpert decision making model is presented and used to solve
a problem of nuclear safeguards evaluation. After that, a decision support system
that implements the new representation model of linguistic information for solving
decision making problems is shown. Finally, some conclusions, future works and

publications related to this research are pointed out.

B.1. Motivation

I began my research collaborating with professor Da Ruan on the problem of
Nuclear Safequards Evaluation, studying linguistic decision models for dealing with
the uncertainty of such a problem.

Nuclear safeguards are a set of activities accomplished by the International

Atomic Energy Agency (IAEA) in order to verify that a State is living up to
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its international undertakings not to use nuclear programs for nuclear weapons
purposes. The safeguards system is based on assessments of the correctness and
completeness of the State’s declarations to the IAEA concerning nuclear material
and related nuclear activities [77] by using different sources of information.

To develop an effective nuclear safeguards evaluation, the JAEA has develo-
ped a Physical Model [77] based on a hierarchical and multi-layer structure that
includes all the main activities that might be involved in production of nuclear
weapon-usable materials ranging from indicators to factors (see Fig. B.1). The
latter are synthesized from the former such that the existence of nuclear activities
is determined by indicators and/or factors that suggest or indicate the existence

of nuclear programs for nuclear weapons.

Overall

Factor 1 Factor 2 Factor3 ...  Factrz ——> Levell

Sub-factor 1 Sub-factor2  Sub-factor3 ... Sub-factory ——> Level2

Indicator 1 Indicator 2 Indicator3 ... Indicatorx —— Level3

Figura B.1: Structure of the overall evaluation

The TAEA experts evaluate indicators on the basis of their analysis and know-
ledge according to the available information in different sources of vague and un-
certain information. In the beginning, the main problem of nuclear safeguards
evaluation was the management of the uncertainty inherent to this problem, that
was satisfactorily solved in [94, 95] by means of evaluation models based on the
Fuzzy Linguistic Approach [175, 176, 177].

Afterwards, the focus of interest was moved to improve the results of the eva-
luation process when missing values appeared in the evaluation. This is a common
situation for the complexity, the huge number of indicators to assess, and vague-
ness of the information that surround the problem. Therefore, initially my research
leaded to the treatment of missing values by using collaborative filtering models
[19, 61]. The treatment of such missing values provided some results, but they were
not satisfactory because we cannot justify the obtained values in a plausible way.

The following approach to manage the missing values in hesitant situations was
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to study how improve the elicitation of linguistic information of the experts, when
they hesitate among several linguistic terms to provide their assessments. The
professor Da Ruan had proposed a linguistic model [100] that generated linguistic
expressions more flexible that single linguistic terms, but such a model was far
from the human beings cognitive model. Therefore, the main aim of my research
focused on trying to enrich the vocabulary of expression for experts provide their
assessments in a more flexible way, not only on the problem of nuclear safeguards
evaluation, but also on any decision problem where experts hesitate among several

linguistic terms to express their preferences.

B.2. Objectives

The aim of this research is to improve the flexibility of the elicitation of lin-
guistic information in decision making problems under uncertainty. To do so, we

will achieve the following objectives:

» To study the linguistic models most used in decision making analyzing their

representation and computing processes.

= To carry out a comparative study among the symbolic linguistic computing
models that are of interest for our research. We analyze their use in decision

making situations with high degree of uncertainty.

= To define a new representation model of linguistic information entitled Hesi-
tant Fuzzy Linguistic Term Set, that allows experts to provide their preferen-
ces with comparative linguistic expressions in decision situations with high

degree of uncertainty, when they hesitate among several linguistic terms.

= To define a computational linguistic model that computes with Hesitant

Fuzzy Linguistic Term Sets and obtains linguistic results easy to understand.

» To propose models of group decision making, multicriteria decision making,
and multicriteria multiexpert decision making, in which experts might ex-
press their preferences by means of comparative linguistic expressions. To do
S0, some necessary operators and tools to manage this type of information

are defined.
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= To solve a real decision making problem by using Hesitant Fuzzy Linguistic

Term Sets.

» To introduce the use of Hesitant Fuzzy Linguistic Term Sets in the decision
support system with linguistic information MCDACW (Multicriteria Deci-
sion Analysis with Computing with Words), together the proposed models

in this research.

B.3. Structure

To achieve the objectives aforementioned, this report is divided into eight chap-
ters, but the English summary just includes the main research findings related to

them, therefore, it is structured as follows:

= Chapter 2: It presents a review of the Fuzzy Linguistic Approach and linguis-
tic decision making. Afterwards, different linguistic models used in linguis-
tic decision making are revised, studying both their linguistic representation
and their computational model. Finally, a comparative analysis is carried out
among such linguistic models, focusing on the symbolic computing models
which are of interest for our research. In the English summary, the review
of the Fuzzy Linguistic Approach, linguistic decision making and linguistic
models is omitted, because they are not novel information in this research.
The comparison among symbolic computing models is presented in Section
B.4 by attaching the paper An Analysis of Symbolic Linguistic Computing
Models in Decision Making, published in International Journal of General

Systems.

= Chapter 3: This chapter focuses on the necessity to model decision situations
with high degree of uncertainty where experts hesitate among several values
to provide their preferences. Firstly, different quantitative models that have
managed such situations are revised. Afterwards, it is defined a new repre-
sentation model of linguistic information entitled Hesitant Fuzzy Linguistic
Term Sets, that deals with multiple linguistic terms in the expression of prefe-
rences by using comparative linguistic expressions generated by context-free

grammars. In addition, some properties of Hesitant Fuzzy Linguistic Term
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Sets and operators to carry out the computing with words processes with
this type of information are presented. This proposal was presented in the
paper Hesitant Fuzzy Linguistic Term Sets for Decision Making, published
in IEEE Transactions on Fuzzy Systems, which is attached in Section B.5.

= Chapter 4: Two new group decision making models with comparative linguis-
tic expressions are presented. These models define the necessary operators
and tools to manage such linguistic expressions. In the English summary
each group decision making model is explained by attaching a paper in the
Section B.6.

» Chapter 5: It presents two novel multicriteria decision making models with
comparative linguistic expressions. To do so, the operators and necessary pro-
cesses to solve this type of problems are defined. Finally, it is introduced a
multicriteria multiexpert decision making model with comparative linguistic
expressions. Taking into account that the multicriteria multiexpert decision
making model extends of the second multicriteria decision making model, for
the sake of simplicity in the English summary, we present the first multicrite-
ria decision making model which is attached in Section B.5. The multicriteria
multiexpert decision making model with comparative linguistic expressions

is proposed in Section B.7.

s Chapter 6: It presents a problem of nuclear safeguards evaluation which is
solved by applying the multicriteria multiexpert decision making model with

comparative linguistic expressions proposed. It is introduced in Section B.8.

= Chapter 7: It shows the use of Hesitant Fuzzy Linguistic Term Sets and
the decision making models presented in this report, in a decision support
system with linguistic information, MCDACW. It has been also introduced
in Section B.9.

= Eventually, in Section B.10 some concluding remarks and future works are
pointed out according to the findings obtained in this research. Finally, we

present the publications related to the topic of this report.
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B.4. Linguistic Decision Making under Uncertainty.

Computational Linguistic Models

This section does not include a review of the Fuzzy Linguistic Approach and
linguistic decision making because they are briefly introduced in the paper at-
tached. In [109] can be found an overview of the most significant and extended
linguistic computing models, due to their key role in linguistic decision making,
therefore, it is neither revised in this section.

Afterwards, it is included the paper An Analysis of Symbolic Linguistic Com-
puting Models in Decision Making, published in International Journal of General
Systems, that presents a comparative study of different symbolic linguistic compu-
tational models widely used in linguistic decision making that are of interest for

our research and provide results easy to understand.
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It is common that experts involved in complex real-world decision problems use
natural language for expressing their knowledge in uncertain frameworks. The
language is inherent vague, hence probabilistic decision models are not very suitable in
such cases. Therefore, other tools such as fuzzy logic and fuzzy linguistic approaches
have been successfully used to model and manage such vagueness. The use of linguistic
information implies to operate with such a type of information, i.e. processes of
computing with words (CWW). Different schemes have been proposed to deal with
those processes, and diverse symbolic linguistic computing models have been
introduced to accomplish the linguistic computations. In this paper, we overview the
relationship between decision making and CWW, and focus on symbolic linguistic
computing models that have been widely used in linguistic decision making to analyse
if all of them can be considered inside of the CWW paradigm.

Keywords: decision making; fuzzy linguistic approach; computing with words;
symbolic linguistic computing models

1. Introduction

Real-world decision problems usually request that human beings provide either their
knowledge or preferences about a set of different alternatives in a given activity to make a
decision by means of reasoning processes (Evangelos 2000; Lu et al. 2007). Often these
decision situations are defined under uncertain frameworks that could be managed by
probabilistic models when assuming that any uncertainty can be represented by a
probabilistic distribution (Martinez et al. 2009). However, it is common that uncertainty
has a non-probabilistic nature. In these situations, experts feel more comfortable providing
their knowledge by using terms close to human beings’ cognitive model. Fuzzy logic and
fuzzy linguistic approaches provide tools to model and manage such an uncertainty by
means of linguistic variables (Zadeh 1975a), enhancing the flexibility, reliability of the
decision models, and having provided good results in different fields (Ishibuchi et al. 2004;
Martinez 2007; Pedrycz and Mingli 2011).

The use of linguistic information implies the necessity of operating with linguistic
variables. Computing with words (CWW) (Zadeh 1996; Zadeh and Kacprzyk 1999a,b;
Mendel et al. 2010) is defined as the methodology for reasoning, computing, and decision
making whose information is described in natural language, i.e. the objects of computation
are words or sentences in natural language. Therefore, it emulates human cognitive
processes to improve solving processes of problems dealing with uncertainty.

*Corresponding author. Email: rmrodrig@ujaen.es

ISSN 0308-1079 print/ISSN 1563-5104 online
© 2012 Taylor & Francis
http://dx.doi.org/10.1080/03081079.2012.710442
http://www.tandfonline.com




B.4. Linguistic Decision Making under Uncertainty. Computational
184 Linguistic Models

122 R.M. Rodriguez and L. Martinez

Linguistic inguisti
glnput 4" Translation H Manipulation H Retranslation gz?puﬁtlc

Figure . CWW scheme.

CWW has been and still is a key methodology in linguistic decision making
(Martinez et al. 2010) not only since Zadeh (1996) coined it, but also since the early 1980s,
when different researchers such as Tong and Bonissone (1980), Schmucker (1984), and
Yager (1981) started to propose different computing schemes to operate with linguistic
information. Such schemes are quite similar and keep a structure in which the input linguistic
information should be mapped into fuzzy set models and the results should be expressed into
linguistic information, which are easy to understand by human beings (see Figure 1).
Yager points out the importance of the processes of translation and retranslation in CWW
(Yager 1999, 2004). The former translates the linguistic inputs into a machine manipulative
format based on fuzzy tools in which the computations are carried out, and the latter consists
of converting the computing results into linguistic information again to facilitate the
comprehension of the human beings (i.e. one of the main objectives of CWW).

Consequently, different symbolic linguistic computing models have been developed
and applied as computational basis to CWW in linguistic decision making (Degani and
Bortolan 1988; Herrera and Herrera-Viedma 2000; Herrera and Martinez 2000; Xu 2004;
Wang and Hao 2006).

In this paper, we present a comparative study of different symbolic linguistic
computing models (Herrera and Herrera-Viedma 2000; Herrera and Martinez 2000;
Xu 2004; Wang and Hao 2006) widely used in linguistic decision making (Martinez et al.
2006; Chang et al. 2007; Oniit and Soner 2008; Fan et al. 2009; de Andrés et al. 2010).
In this paper, we analyse their features regarding the CWW scheme as shown in Figure 1 in
order to check if such computing models may be considered in the CWW paradigm.

The paper is structured as follows: Section 2 overviews CWW and its use in decision
making. Section 3 reviews both linguistic and computational modellings of symbolic
linguistic computing models that are most widely used in linguistic decision making.
Section 4 carries out a comparative analysis among the different linguistic computational
models by using a linguistic decision making problem, and finally some concluding
remarks are pointed out.

2. Decision making and CWW

This section overviews the relationship between the fuzzy linguistic approach and CWW
and its computational basis together with its application to linguistic decision making.
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2.1 Fuzzy linguistic approach
In many real decision situations, the use of linguistic information is straightforward due to
the nature of different aspects of the decision problem. In such situations one common
approach to model the linguistic information is the fuzzy linguistic approach
(Zadeh 1975a,b,c) that uses the fuzzy set theory (Zadeh 1965) to manage the uncertainty
and model the information.

Zadeh (1975a) introduced the concept of linguistic variable as ‘a variable whose
values are not numbers but words or sentences in a natural or artificial language’.
A linguistic value is less precise than a number but it is closer to human cognitive
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processes used to solve successful problems dealing with uncertainty. Formally, a
linguistic variable is defined as follows.

DEFINITION 1 (ZADEH 1975A). A linguistic variable is characterized by a quintuple (H,
T(H), U, G, M), where H is the name of the variable; T(H) (or simply T) denotes the term
set of H, i.e. the set of names of linguistic values of H, with each value being a fuzzy
variable denoted generically by X and ranging across a universe of discourse U which is
associated with the base variable u; G is a syntactic rule (which usually takes the form of a
grammar) for generating the names of values of H; and M is a semantic rule for associating
its meaning with each H, M(X), which is a fuzzy subset of U.

A linguistic variable is defined by a linguistic descriptor and its semantics. There are
different approaches to choose the linguistic descriptors and different ways to define their
semantics (Herrera and Herrera-Viedma 2000).

One approach for selecting descriptors consists of supplying directly the term set by
considering all the terms distributed on a scale which has an order defined (Herrera et al.
1995; Yager 1995). For example, a set of seven linguistic terms S could be

S = {s¢ : nothing (n),s, : very low (vl),s; : low (l),s3 : medium (m),

sq 2 high (h),ss : very high (vh),se : perfect (p)}.

Usually in these cases, it is required the existence of the following operators:

(1) A negation operator: Neg(s;) = s; such that j = g — i (¢ + 1 is the cardinality).
(2) A maximization operator: max(s;,s;) = s; if s; = s;.
(3) A minimization operator: min(s;, s;) = s; if §; = ;.

The semantics of the terms is represented by fuzzy numbers defined in the interval
[0,1], described by membership functions. A way to characterize a fuzzy number is to
use a representation based on parameters of its membership function (Bonissone and
Decker 1986). The linguistic assessments given by users are just approximate ones.
Some authors consider that linear trapezoidal membership functions are good enough
to capture the vagueness of these linguistic assessments (Delgado et al. 1999).
The parametric representation is achieved by the 4-tuple (a,b,d,c), where b and
d indicate the interval in which the membership value is 1, being a and c the left and
right limits of the definition domain of the trapezoidal membership function
(Bonissone and Decker 1986). A particular case of this type of representation are
the linguistic assessments whose membership functions are triangular, i.e. b =d, so
we represent this type of membership function by a 3-tuple (a,b,c). An example
could be

perfect = (0.83,1,1), very high = (0.67,0.83,1), high = (0.5,0.67,0.83),
medium = (0.33,0.5,0.67), low = (0.17,0.33,0.5), very low = (0,0.17,0.33),

nothing = (0,0,0.17),

which is graphically shown in Figure 2.
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Nothing Very low Low Medium High Very high  Perfect

0 0.17 0.33 0.5 0.67 0.83 1

Figure 2. A set of seven terms with its semantics.

2.2 Linguistic decision making resolution scheme

It is necessary to analyse the phases of a linguistic decision scheme when the linguistic
information is formally modelled. A common decision resolution scheme consists of two
main phases (Roubens 1997):

(1) An aggregation phase that aggregates the values provided by the experts to obtain
a collective assessment for the alternatives.

(2) An exploitation phase of the collective assessments to rank, sort, or choose the
best ones among the alternatives.

The use of linguistic information in decision making modifies the previous scheme by
introducing two new steps (Herrera and Herrera-Viedma 2000) (see Figure 3):

(1) The choice of the linguistic term set with its semantics. It establishes the linguistic
expression domain in which experts provide their linguistic assessments about the
alternatives according to their knowledge.

The choice of the aggregation operator of linguistic information. A proper
linguistic aggregation operator is chosen for aggregating the linguistic
assessments. The appropriateness of the operator depends on each single decision
problem.

Resolution scheme. The best alternative/s will be chosen starting from the
linguistic assessments provided by the experts, the collective assessments are then

@
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Figure 3. Scheme of a linguistic decision making problem.
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computed by using the appropriate linguistic aggregation operator, and finally a
ranking is obtained to choose the best alternative/s.

The previous linguistic resolution scheme shows the necessity of linguistic computing
models to operate with linguistic information and obtain accurate and understandable results
according to the CWW scheme. We will focus on this paper on symbolic linguistic computing
models, but first we introduce some basic concepts about linguistic computing models.

2.3 Classical linguistic computing models

Initially, two computational models were developed to perform linguistic computations
based on the fuzzy linguistic approach (Zadeh 1975a,b,c):

e Linguistic computing model based on membership functions (semantic model). This
model carries out the computations with linguistic terms by operating with their
membership functions using the Extension Principle (Dubois and Prade 1980).
The Extension Principle is a basic concept in the fuzzy sets theory (Dubois and Prade
1980) which is used to generalize crisp mathematical concepts to fuzzy sets. The use
of extended arithmetic based on the Extension Principle increases the vagueness of
the results. Therefore, the results obtained by the fuzzy linguistic operators based on
the Extension Principle are fuzzy numbers that usually do not match with any
linguistic term in the initial term set. From these results we have two ways of action:
(1) In those problems that the accuracy outweighs interpretability (ranking
purposes), the results are expressed by the fuzzy numbers themselves
(Anagnostopoulos et al. 2008; Fu 2008).

(ii) If an interpretable and linguistic result is demanded, then an approximation
function app;(-) is applied to associate the fuzzy result F(R) with a label in S
(Degani and Bortolan 1988; Yager 2004; Martinez et al. 2006):

app;

SRR (s,

where S” symbolizes the n Cartesian product of S, F is an aggregation operator

based on the Extension Principle, and F(R) is the set of fuzzy sets over the set of

real numbers R.

We note that the approximation process implies a loss of information and

lack of accuracy of the results.
Symbolic linguistic computing model. Symbolic models have been widely used in
CWW because of their simplicity and high interpretability. These models use the
ordered structure of the linguistic terms set, S = {so, sy, ...,5,} where 5; <s; if
i <, to operate (Delgado et al. 1993). The intermediate results of these operations
are numeric values, y € [0, g], which must be approximated in each step of the
process by means of an approximation function app; : [0,¢]— {0, ..., g} that
obtains a numeric value, such that, it indicates the index of the associated linguistic
term, Supp,(y € S. Formally, it can be expressed as

nC app(+)
§"5[0,81"2 710, ..., g} — S,

where C is a symbolic linguistic aggregation operator, app,( +) is an approximation
function used to obtain an index {0, ...,g} associated with a term in §=
{50, ..., 8¢} from a value in [0, g].
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Both linguistic computing models produce loss of information due to the approximation
processes and hence a lack of precision in the results. This loss of information is produced
because the information representation model of the fuzzy linguistic approach is discrete in
a continuous domain. Different approaches have been proposed to overcome those
limitations. In the following section, we review in further detail several symbolic linguistic
computing approaches that will be analysed and compared later on.

3. Symbolic linguistic computing models

Due to the relevance of linguistic decision making in real problems and the necessity of
linguistic computational methods in CWW, many researchers have tried to improve the
processes of CWW developing different models. This section reviews several symbolic
linguistic computing models widely used in linguistic decision making, which were
proposed to improve the accuracy and understandability of the processes of CWW, such as
the 2-tuple linguistic model (Herrera and Martinez 2000), the virtual linguistic model
(Xu 2004), and the proportional 2-tuple linguistic model (Wang and Hao 2006). This
revision pays attention to the computational and representation models utilized for
modelling the input information, and the results obtained for each approach in the CWW
scheme are presented in Figure 1.

3.1 2-Tuple linguistic model

This model was presented by Herrera and Martinez (2000) to avoid the loss of information
and to improve the precision in processes of CWW.

3.1.1 Representation model

This model represents the information by means of a pair of values (s, @), where s is a
linguistic term with syntax and semantics and « is a numerical value that represents the
value of the symbolic translation. Let S = {s9,...,s,} be a linguistic term set and
B € [0, g] is a numerical value in its interval of granularity.

DEFINITION 3.1 (HERRERA AND MARTINEZ 2000). The symbolic translation is a numerical
value assessed in [—0.5,0.5) that supports the ‘difference of information’ between a
counting of information S assessed in the interval of granularity [0, g] of the term set S and
the closest value in {0, ..., g} which indicates the index of the closest linguistic term in S.

This model defines a set of functions to facilitate the computational processes with
2-tuple (Herrera and Martinez 2000).

DEFINITION 3.2 (HERRERA AND MARTINEZ 2000). Let S = {so, ...,s,} be a set of
linguistic terms. The 2-tuple set associated with S is defined as (S) = S X [—0.5,0.5).
The function A : [0, g] — (S) is given by
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i = round(P),
A(B) = (s;, @), with { w=p—i, @)
where round assigns to 3, the integer number i € {0, 1, ..., g} closest to .
PROPOSITION 3.3. Let S = {59, ..., s} be a linguistic term set and (s;, @) be a linguistic

2-tuple. There is always a function A~ ' such that, from a linguistic 2-tuple, it returns its
equivalent numerical value 8 € [0,g] C R.
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Remark 1. From Definitions 3.1 and 3.2 and Proposition 3.3, it is clear that the conversion
of a linguistic term into a linguistic 2-tuple consists in adding a value zero as the symbolic
translation, s; € S = (s;,0).

Example 3.4. Let us suppose a symbolic aggregation operation over labels assessed in
S = {nothing, very low, low, medium, high, very high, perfect} that obtains as its
result B = 3.25, then the representation of this counting of information by means of a
2-tuple is (see Figure 4),

A(3.25) = (s3,0.25).

As we can see in Figure 4, the 2-tuple linguistic model keeps the fuzzy representation
and syntax according to fuzzy linguistic approach.

3.1.2  Computational model
A linguistic computational approach based on the functions A and A~ was also defined in
Herrera and Martinez (2000) with the following operations:

(1) Comparison of 2-tuple
The comparison of linguistic information represented by 2-tuple is carried out
according to an ordinary lexicographic order.
Let (s¢, 1) and (57, ) be two 2-tuple with each one representing a counting of
information:
e if k <1then (s, ;) < (57, @)
e if k = 1then
(a) if @) = a, then (s¢, ay), (57, n) represents the same information
(b) if a; < ay then (sg, ) < (857, a2)
(c) if a; > ap then (sg, ay) > (57, a2).
(2) Negation operator of a 2-tuple
The negation operator over 2-tuple was defined as

Neg(si, o) = Alg — (A7 (51, @) @

being g + 1 the cardinality of S, S = {so, ..., s¢}.
(3) 2-Tuple aggregation operators
The aggregation of information consists of obtaining a value that summarizes
a set of values; therefore, the result of the aggregation of a set of 2-tuple must be a

(Medium, .25)
Nothing ~ Very low Low Medium High Very high Perfect
‘\‘
\
./.

0 0.17 0.33 0.5 0.67 0.83 1

Figure 4. A 2-tuple linguistic representation.
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2-tuple. There are several 2-tuple aggregation operators, such as the 2-tuple
arithmetic mean, OWA, and so on (Herrera and Martinez 2000).

The 2-tuple arithmetic mean is defined as follows:

DEFINITION 3.5 (HERRERA AND MARTINEZ 2000). Let x = {(s1, a1), ..., (s,, @)} be a set
of 2-tuple, the 2-tuple arithmetic mean X is computed as,

AN A ) —al S g
—A(n;A (x,.,a,))—A<n;B,>. 3

The arithmetic mean for 2-tuple allows to compute the mean of a set of linguistic
values in a precise way without any approximation process.

=i

Example 3.6. Let us suppose an example where the expert provides his/her assessments in
the linguistic term set, S = {so : 1,51 : vl, 82 1 [, 53 : m, 54 : h,s5 : vh,s¢ : p}, shown in the
Figure 2, providing the following linguistic preference vector:

L] h| m| v

The aggregation of these values by using the 2-tuple arithmetic mean as aggregation
operator is as follows:

e The preference vector is transformed into 2-tuple

[CO [ B0 [ m0) | L,0)]

e The result of the aggregation is

= A(%(A"(LO) + A 'h,0) + A (m,0) + A*'(vl,()))) =AQ.5)=(m,—0.5).

The computational model is accurate because it represents the result of the computing
processes by means of a linguistic term and a numerical value that represents the value of
the symbolic translation. However, it has a limitation, the labels have to be symmetrically
distributed around a medium label.
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3.2 Virtual linguistic model

This model was proposed by Xu (2004) to avoid the loss of information in processes of
CWW and increase the operations in such processes.

3.2.1 Representation model

In this symbolic linguistic computing model, Xu extended the discrete linguistic term set S
to a continuous linguistic term set S = {s4ls) < 5o = 51, @ € [1,1]}, Where, if 5, € S, 54 is
called the original linguistic term, otherwise, s, is called virtual linguistic term which does
not have assigned any semantics either proper linguistic syntax.
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Generally, experts use the original linguistic terms to express their assessments or
preferences, and the virtual linguistic terms appear in the operations.

3.2.2 Computational model

Xu introduced different operational laws to accomplish the processes of CWW.

(1) Let sq, 55 € S be any two linguistic terms and u, u1, ua € [0, 1].
(2) (s)" = sqn

(3) ()™ B ()" = (s) 12

) (54 Dsp) = (s)* @ (sp)"

(5) 5.Qsp=15305, = Sap

(6) 54DPspg = satp

(7) 54Psp = spDsq

(8) MSa = Spa

9) (1 + m2)sa = pi1SaDBpasa

(10) w(saDPsp) = wsaDusg

Example 3.7. Let us suppose the example presented previously to compute the arithmetic
mean with this model, it is necessary to apply the above operational laws to the linguistic
terms:

The arithmetic mean according to Xu is defined as

n
s 1

e S 1 w
n n 2ui-t'

The preference vector is aggregated and the result obtained is the following:
_ 1
X = ZS(2+4+3+ nH= ZXIO = $25-

We can see that the result obtained is a virtual linguistic term that does not have
assigned any semantics either proper linguistic syntax. Therefore, this computational
model does not follow the CWW scheme shown in Figure 1, because the output is not
linguistic.

3.3 Proportional 2-tuple linguistic model

Wang and Hao (2006) presented the proportional 2-tuple linguistic model that tries to
generalize and extend the 2-tuple linguistic model (Herrera and Martinez 2000). This
model deals with the linguistic terms in a precise way when the support of the linguistic
terms has the same width. But it does not require that the labels are symmetrically
distributed around a medium label.

3.3.1 Representation model

This model represents the linguistic information by means of a proportional 2-tuple,
such as (0.3A,0.7B) that means a value of 30%A and 70%B. The authors remark that if B
were used as the approximative grade, then some performance information would be lost.
This approach is based on the concept of symbolic proportion (Wang and Hao 2006).
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Linguistic inguisti
glnput 4" Translation H Manipulation H Retranslation gz?puﬁtlc

Figure . CWW scheme.

CWW has been and still is a key methodology in linguistic decision making
(Martinez et al. 2010) not only since Zadeh (1996) coined it, but also since the early 1980s,
when different researchers such as Tong and Bonissone (1980), Schmucker (1984), and
Yager (1981) started to propose different computing schemes to operate with linguistic
information. Such schemes are quite similar and keep a structure in which the input linguistic
information should be mapped into fuzzy set models and the results should be expressed into
linguistic information, which are easy to understand by human beings (see Figure 1).
Yager points out the importance of the processes of translation and retranslation in CWW
(Yager 1999, 2004). The former translates the linguistic inputs into a machine manipulative
format based on fuzzy tools in which the computations are carried out, and the latter consists
of converting the computing results into linguistic information again to facilitate the
comprehension of the human beings (i.e. one of the main objectives of CWW).

Consequently, different symbolic linguistic computing models have been developed
and applied as computational basis to CWW in linguistic decision making (Degani and
Bortolan 1988; Herrera and Herrera-Viedma 2000; Herrera and Martinez 2000; Xu 2004;
Wang and Hao 2006).

In this paper, we present a comparative study of different symbolic linguistic
computing models (Herrera and Herrera-Viedma 2000; Herrera and Martinez 2000;
Xu 2004; Wang and Hao 2006) widely used in linguistic decision making (Martinez et al.
2006; Chang et al. 2007; Oniit and Soner 2008; Fan et al. 2009; de Andrés et al. 2010).
In this paper, we analyse their features regarding the CWW scheme as shown in Figure 1 in
order to check if such computing models may be considered in the CWW paradigm.

The paper is structured as follows: Section 2 overviews CWW and its use in decision
making. Section 3 reviews both linguistic and computational modellings of symbolic
linguistic computing models that are most widely used in linguistic decision making.
Section 4 carries out a comparative analysis among the different linguistic computational
models by using a linguistic decision making problem, and finally some concluding
remarks are pointed out.

2. Decision making and CWW

This section overviews the relationship between the fuzzy linguistic approach and CWW
and its computational basis together with its application to linguistic decision making.

Downloaded by [UJA University of Jaen], [Rosa M. Rodriguez] at 09:52 04 December 2012

2.1 Fuzzy linguistic approach
In many real decision situations, the use of linguistic information is straightforward due to
the nature of different aspects of the decision problem. In such situations one common
approach to model the linguistic information is the fuzzy linguistic approach
(Zadeh 1975a,b,c) that uses the fuzzy set theory (Zadeh 1965) to manage the uncertainty
and model the information.

Zadeh (1975a) introduced the concept of linguistic variable as ‘a variable whose
values are not numbers but words or sentences in a natural or artificial language’.
A linguistic value is less precise than a number but it is closer to human cognitive
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DEFINITION 3.8 (WANG AND HAO 2006). Let S = {so, ...,s,} be an ordinal term set,
1=1[0,1] and

IS=IXS={(a,s;):a€[0,1] and i=0, ..., g}, 5)
where S is the ordered set of g + 1 ordinal terms {so, ...,s,}. Given a pair (s;, s;4 1) of

two successive ordinal terms of S, any two elements («,s;), (8,s;+1) of IS is called a
symbolic proportion pair and aand B are called a pair of symbolic proportions of the pair
(si,si+1) if @ + B = 1. A symbolic proportion pair (a,s;), (1 — «,s;4+1) is denoted by
(as;, (1 — @)s;11) and the set of all the symbolic proportion pairs is denoted by S, i.e.

S={(as;,(1 —a)s;i11):a€[0,1] and i=0,1,...,g — 1}.

Remark 2. Since for i = {2, ...,¢ — 1}, ordinal term s; can use either (Os;—;, ls;) or
(1s;,0s;11) as its representative in S, by abuse of notation. S is called the ordinal
proportional 2-tuple set generated by S and the members of S, ordinal proportional 2-tuple,
which is used to represent the ordinal information for CWW.

The representation of proportional 2-tuple allows experts to express their assessments
or preferences by using two adjacent ordinals.

Similarly to the 2-tuple linguistic model (Herrera and Martinez 2000), Wang and Hao
defined several functions to facilitate operations with this type of representation.

DEFINITION 3.9 (WANG AND HA0 2006). Let S = {s, ..., s} be an ordinal term set and
S be the ordinal proportional 2-tuple set generated by S. The function 7 : S — [0, g] is
defined by

masi, (1 —a)siy1)) =i+ (1 —a), (6)
where i = {0, ...,g — 1}, € [0,1], and 7 is called the position index function of
ordinal 2-tuple.

The position index function 7 becomes a bijection from S to [0, g] and its inverse
771 :[0,¢] — S is defined by
7@ = (1 = Psi, Bsi+1), ™

where i = E(x), E is the integer part function, and 8 =x — i.

This model does not have either assigned any semantics, because it uses the proportion
of two consecutive linguistic terms to represent the linguistic information.

3.3.2  Computational model
Wang and Hao (2006) defined different operations to compute with linguistic information.
(1) Comparison of proportional 2-tuple
The comparison of linguistic information represented by proportional 2-tuple
is carried out as follows:

LetS = {so, ...,5,} be an ordinal term set and S be the ordinal proportional 2-
tuple set generated by S. For any (as;, (1 — @)s; 1), (Bsj, (1 — B)sj 1) € S, defines

(asi, (1 — @)si1 ) < (Bsj, 1 = P)sjp1) @ ad + (1 — )i + 1)

<B+A-PG+Dei+d-a<j+d-Pp.
Thus, for any two proportional 2-tuple (as;, (1 — a@)s;4 1) and (Bs;, (1 — B)sj41):
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e Ifi <j,then
(a) (asi, (1 — @)siy1),(Bsj, (1 — B)sj4 1) represents the same information when
i=j—landa=0,=1,
() (asi, (1 — a@)si11) < (Bsj, (1 — B)sj+1) otherwise.
e Ifi=j, then
(a) if a=p then (as;, (1 — a)sit1),(Bsj, (1 — B)sj4 1) represents the same
information,
(b) if & < Bthen (asi, (1 — @Wsi+1) < (Bs;, (1 — Bl 1),
(¢) if a > Bthen (as;, (1 — @)si+1) > (Bs;, (1 = B)s;j+1).
(2) Negation operator of a proportional 2-tuple
The negation for proportional 2-tuple is defined as
Neg(asi, (1 = a@)si+1) = (1 — @)sg—i—1, ausg—;), ®)
where ¢ + 1 is the cardinality of S, S = {s, ...,s,}
Proportional 2-tuple aggregation operators
Different aggregation operators were defined by Wang and Hao to carry out
processes of CWW. The definitions of these aggregation operators are based on
canonical characteristic values of linguistic labels. To do so, they used the similar
corresponding aggregation operators developed in Herrera and Martinez (2000) in
order to aggregate ordinal 2-tuple through their position indexes (Wang and Hao
2006).

(€)

=

Example 3.10. Following the previous example applied to proportional 2-tuple linguistic
model.

e The arithmetic mean according to Wang and Hao is defined as follows:

=7t (; %ﬂ'(asi,(l - a)‘v,-ﬂ)) =g ! (%;(z +(1— a)>. ©)

e The preference vector is transformed into proportional 2-tuple as follows:
(11,0m) (1h,0vh) (1m,0h) (1vl,0l)

=i

o The result obtained under ordinal proportional 2-tuple contexts is

= w*‘(%(mz,om) + a(1h,0vh) + m(1m,0h) + w(]vl,Ol)))

Downloaded by [UJA University of Jaen], [Rosa M. Rodriguez] at 09:52 04 December 2012

=w*'<%(2+4+3+1)>

=7 12.5)
=((1 - 0.5)1,0.5m)
= (0.51,0.5m).

4. Comparative analysis

In this section, we carry out a comparative analysis among the different symbolic
linguistic computing models introduced in Section 3 by applying them to the solving
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process of a linguistic decision problem. The aim of such a comparative analysis is to
analyse if all revised symbolic linguistic computing models can be considered in the
paradigm of CWW according to the scheme shown in Figure 1.

4.1 Solving a linguistic decision-making problem by different symbolic linguistic
computing models

Let us suppose that a conference committee E = {e],e;,e3,e4} compound by four
scientists wants to grant a best paper award. To do so, scientists provide their opinions on
the set of alternatives X = {x; = author 1's paper, x, = author 2's paper, x3 =
author 3's paper,x, = author 4's paper}, which are assessed by using the linguistic
term set S = {sg: nothing (n),s, : very low (vl),s, : low (I),s3 : medium (m), s4:
high (h),ss : very high (vh),se : perfect (p)}, (see Figure 2). Each scientist provides a
preference vector (see Table 1), where u;; is the degree of preference that the scientist, e;,
provides regarding the alternative, x;.

Using the solving process of the linguistic decision problem presented in Section 2.2 in
which the aggregation process is carried out without loss of generality by an arithmetic
mean operator. Each one of the different symbolic linguistic computing models revised in
Section 3 obtains the results shown in Table 2.

The fuzzy representation of the results obtained by the 2-tuple linguistic model is
shown in Figure 5, whereas that the virtual linguistic model and the proportional 2-tuple
linguistic model do not have any fuzzy representation. Therefore, it is not possible to
represent their semantics graphically.

Even though the final solution is the same one, x;, as can be observed in Table 2. Our
aim was to analyse other features about the symbolic linguistic computing models that are
further detailed in the following section.

4.2 Comparative study

This comparative analysis studies if the symbolic linguistic computing models revised in
Section 3 and applied to the previous decision problem are based on the fuzzy linguistic

Table 1. Scientists preferences.

Alternatives (papers)

i Author 1 Author 2 Author 3 Author 4

e 1 h h 1
Scientists e m h 1 n

e3 h vh h vl

ey h h vh 1

Table 2.  Solution of the LDM problem with different symbolic linguistic computing models.

X X X3 X4
2-Tuple (m,0.25) (m,—0.5) (1,0.25) (m, —0.25)
Virt. ling. (53.5) (s225) (52.75)

3. (525) 2.
Prop. 2-tuple (0.75m,0.25h) (0.51,0.5m) (0.751,0.25m) (0.251,0.75m)
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Table 3. Comparative analysis of the symbolic linguistic computing models.

2-Tuple model Virtual model Prop. 2-tuple model
Representation Fuzzy No fuzzy No fuzzy
Com. model Linguistic No linguistic Linguistic
Accuracy Symmetrically distributed Always, no semantic Same width
Comprehension Easy to understand Useful for ordering Understandable

approach and can be considered in the CWW paradigm, such as their authors claim. To do
so, different features of the symbolic linguistic computing models regarding their
representation, accuracy, and comprehension of the results are studied. Table 3
summarizes such features of the different models based on the results obtained in the
decision problem solved in Section 4.1.

Therefore, we conclude regarding each analyzed feature in Table 3, the below results:

(i) Fuzzy representation

o Virtual linguistic model: As we can observe in Table 2, the results obtained in the
linguistic decision problem by the virtual linguistic model (Xu 2004) cannot be
represented in a fuzzy way, because Xu does not provide a syntax either any
fuzzy semantics representation for the virtual linguistic terms. Therefore, this
model is not based on the fuzzy linguistic approach (Zadeh 1975a,b,c) and cannot
be considered in the CWW paradigm.

e Proportional 2-tuple linguistic model: The results obtained with this model
(Wang and Hao 2006) have assigned a linguistic syntax, but they do not have any
fuzzy representation, because they are represented by using the proportions of
two consecutive linguistic terms. So, the proportional 2-tuple linguistic model
cannot be either considered inside of the CWW paradigm.

o 2-Tuple linguistic model: In Figure 5, we can see that the results obtained by
2-tuple linguistic model have assigned fuzzy semantics and syntax. Therefore,
they keep a fuzzy representation of the linguistic information. Consequently,
we can say that the 2-tuple linguistic model is the only one out of the three revised
models that is based on the fuzzy linguistic approach and can be considered in the
CWW paradigm from the fuzzy representation point of view.

(ii) Accuracy

e Virtual linguistic model. The computational model of the virtual linguistic model
is accurate in any term set, because it does not use semantics in the term set.
Besides, the results obtained in the computing processes can be values that are
out of the universe of discourse of the linguistic variable.

(Medium, -.5) (Medium, -.25)
(Low, .25) (Medium, .25)
Nothing ~ Very low Low /Medium/ High Very high Perfect
NN

0 0.17 0.33 0.5 0.67 0.83 1

Figure 5. Results of the 2-tuple linguistic model for the linguistic decision making problem.
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e Proportional 2-tuple linguistic model. The results obtained in the computing
processes are accurate when the terms have the same width in their support.
Such results just can be values that are in the universe of discourse of the
linguistic variable.
2-Tuple linguistic model. Its computational model is accurate when the labels
are symmetrically distributed around a medium label as is shown in Figure 2.
The results obtained in the computing processes just can be values that are in the
universe of discourse of the linguistic variable.
(iii) Comprehension

o Virtual linguistic model. Analysing the results obtained in Table 2, we observe

that the virtual model obtains values difficult to understand, because they are not
linguistic.

® Proportional 2-tuple linguistic model. This model obtains qualitative results easy
to understand, because they because they have assigned syntax. However, if we
compare the results obtained with this model and the 2-tuple linguistic model, the
results obtained with this model are a little bit more complex, because it uses four
values to express just one valuation.
2-Tuple linguistic model. As we can see in Table 2, the results obtained with this
model are easy to understand, because they are represented by means of a
linguistic term and a numerical value.

As we aforementioned, the 2-tuple linguistic model is the only model, of the
revised ones, based on the fuzzy linguistic approach, since it keeps a syntax and
fuzzy semantics in its representation. It is also the only one that can be considered
in the CWW paradigm. Its computational model provides accurate and
understandable results for human beings. For these reasons, it seems the most
adequate symbolic linguistic computing model to deal with linguistic information in
decision problems.

5. Conclusions

The modelling of the linguistic information to carry out the processes of CWW is
crucial in decision problems. Many proposals have been provided to accomplish such
processes of CWW. This contribution has reviewed different symbolic linguistic
computing models, such as the 2-tuple linguistic model, the virtual linguistic model,
and the proportional 2-tuple linguistic model, which have been widely applied to
linguistic decision making problems, in order to carry out a comparative analysis
among them.

Analysing the results obtained with such models, it has been shown that the 2-tuple
linguistic model keeps the syntax and fuzzy semantics in its results, whereas the other two
models do not keep them. Therefore, the 2-tuple linguistic model is the only one
considered in the CWW paradigm. Additionally, its computational model provides
accurate and understandable results because they are represented by means of a linguistic
term and a numerical value.

Acknowledgements
This work is partially supported by the Research Project TIN-2009-08286 and FEDER funds.




B.4. Linguistic Decision Making under Uncertainty. Computational
198 Linguistic Models

International Journal of General Systems 135

Notes on contributors

Rosa M. Rodriguez received her M.Sc. degree in Computer Science from
the University of Jaén, Spain, in 2008. She is currently a Ph.D. student at
the Department of Computer Science, University of Jaén, Jaén, Spain. Her
research interests include linguistic preference modelling, decision making
and fuzzy logic.

Luis Martinez received his M.Sc. and Ph.D. degrees in Computer Science
from the University of Granada, Spain, in 1993 and 1999, respectively. He is
currently a Professor in the Department of Computer Science, and Director
of the Advanced Research Center in IT at the University of Jaén, Jaén, Spain.
He currently acts as Editor-in-Chief of the International Journal of
Computational Intelligence Systems and serves on the Editorial Board of
Soft Computing and Journal of Universal Computer Sciences. His current

research interests are linguistic preference modelling, decision making,

fuzzy logic-based systems, computer-aided learning, sensory evaluation,
recommender systems, and e-commerce. He has co-edited eight journal
special issues on fuzzy preference modelling, fuzzy sets theory, and recommender systems.

References

Anagnostopoulos, K., Doukas, H., and Psarras, J. (2008), ‘A linguistic multicriteria analysis system
combining fuzzy sets theory, ideal and anti-ideal points for location site selection,’
Expert Systems With Applications, 35, 4, 2041-2048.

Bonissone, P., and Decker, K. (1986), ‘Selecting uncertainty calculi and granularity: An experiment
in trading-off precision and complexity,” in Uncertainty in Artificial Intelligence, New York:
Elsevier Science, North-Holland Publishing Company, pp. 217-247.

Chang, S.L., Wang, R.C., and Wang, S.Y. (2007), ‘Applying a direct multi-granularity linguistic and
strategy-oriented aggregation approach on the assessment of supply performance,’
European Journal of Operational Research, 177, 2, 1013—-1025.

de Andrés, R., Espinilla, M., and Martinez, L. (2010), ‘An extended hierarchical linguistic model for
managing integral evaluation,” International Journal of Computational Intelligence Systems,
3, 4, 486-500.

Degani, R., and Bortolan, G. (1988), ‘The problem of linguistic approximation in clinical decision
making,” International Journal of Approximate Reasoning, 2, 143-162.

Delgado, M., Verdegay, J., and Vila, M. (1993), ‘On aggregation operations of linguistic labels,”
International Journal of Intelligent Systems, 8, 3, 351-370.

Delgado, M., Vila, M., and Voxman, W. (1999), ‘On a canonical representation of fuzzy numbers,’
Fuzzy Sets and Systems, 93, 1, 125—135.

Dubois, D., and Prade, H. (1980), Fuzzy sets and systems: Theory and applications, New York:
Kluwer Academic.

Evangelos, T. (2000), Multi-criteria decision making methods: A comparative study,
Dordrecht: Kluwer Academic.

Fan, Z.P., Feng, B., Sun, Y.H., and Ou, W. (2009), ‘Evaluating knowledge management capability of
organizations: A fuzzy linguistic method. Part 2,” Expert Systems With Applications, 36, 2,
3346-3354.

Fu, G. (2008), ‘A fuzzy optimization method for multicriteria decision making: An application to
reservoir flood control operation,” Expert Systems With Applications, 34, 1, 145—149.

Herrera, F., and Herrera-Viedma, E. (2000), ‘Linguistic decision analysis: Steps for solving decision
problems under linguistic information,” Fuzzy Sets and Systems, 115, 67—82.

Downloaded by [UJA University of Jaen], [Rosa M. Rodriguez] at 09:52 04 December 2012




B. English Summary

199

Downloaded by [UJA University of Jaen], [Rosa M. Rodriguez] at 09:52 04 December 2012

136 R.M. Rodriguez and L. Martinez

Herrera, F., and Martinez, L. (2000), ‘A 2-tuple fuzzy linguistic representation model for computing
with words,” IEEE Transactions on Fuzzy Systems, 8, 6, 746-752.

Herrera, F., Herrera-Viedma, E., and Verdegay, J. (1995), ‘A sequential selection process in group
decision making with a linguistic assessment approach,” Information Sciences, 85, 4, 223-239.

Ishibuchi, H., Nakashima, T. and Nii, M. (2004), Classification and modeling with linguistic
information granules: Advanced approaches to linguistic data mining, Berlin: Springer.

Lu, J., Zhang, G., Ruan, D., and Wu, F. (2007), Multi-objective group decision making. Methods,
software and applications with fuzzy set techniques, London: Imperial College Press.

Martinez, L. (2007), ‘Sensory evaluation based on linguistic decision analysis,” International Journal
of Approximate Reasoning, 44, 2, 148—164.

Martinez, L., Liu, J. and Yang, J.B. (2006), ‘A fuzzy model for design evaluation based on
multiple criteria analysis in engineering systems,” International Journal of Uncertainty,
Fuzziness and Knowledge-Based Systems, 14, 3, 317-336.

Martinez, L., et al. (2009), ‘Linguistic decision making: Tools and applications,” Information
Sciences, 179, 14, 2297-2298.

Martinez, L., Ruan, D., and Herrera, F. (2010), ‘Computing with words in decision support systems:
An overview on models and applications,” International Journal of Computational Intelligence
Systems, 3, 4, 382-395.

Mendel, J., et al. (2010), “What computing with words means to me,” IEEE Computational
Intelligence Magazine, 5, 1, 20-26.

Oniit, S., and Soner, S. (2008), ‘Transshipment site selection using the AHP and TOPSIS approaches
under fuzzy environment,” Waste Management, 28, 9, 1552—1559.

Pedrycz, W., and Mingli, S. (2011), ‘Analytic hierarchy process (AHP) in group decision making
and its optimization with an allocation of information granularity,” /EEE Transactions on
Fuzzy Systems, 19, 3, 527-539.

Roubens, M. (1997), ‘Fuzzy sets and decision analysis,” Fuzzy Sets and Systems, 90, 199-206.

Schmucker, K. (1984), Fuzzy sets, natural language computations, and risk analysis, Rockville, MD:
Computer Science Press.

Tong, R., and Bonissone, P. (1980), ‘A linguistic approach to decision making with fuzzy sets,’
IEEE Transactions on Systems, Man and Cybernetics, SMC-10, 11, 716-723.

Wang, J., and Hao, J. (2006), ‘A new version of 2-tuple fuzzy linguistic representation model for
computing with words,” I[EEE Transactions on Fuzzy Systems, 14, 3, 435-445.

Xu, Z. (2004), ‘A method based on linguistic aggregation operators for group decision making with
linguistic preference relations,” Information Sciences, 166, 1-4, 19-30.

Yager, R. (1981), ‘A new methodology for ordinal multiobjective decisions based on fuzzy sets,’
Decision Sciences, 12, 4, 589-600.

Yager, R. (1995), ‘An approach to ordinal decision making,” International Journal of Approximate
Reasoning, 12, 3-4, 237-261.

Yager, R. (1999), ‘Approximate reasoning as a basis for computing with words,” in Computing with
Words and Information/Intelligent Systems 2: Applications, Heidelberg: Physica Verlag, pp. 50-77.

Yager, R. (2004), ‘On the retranslation process in Zadeh’s paradigm of computing with words,’
IEEE Transactions on Systems, Man, and Cybernetics — Part B: Cybernetics, 34,2, 1184—1195.

Zadeh, L. (1965), ‘Fuzzy sets,” Information and Control, 8, 338-353.

Zadeh, L. (1975a), ‘The concept of a linguistic variable and its application to approximate reasoning.
Part I,” Information Sciences, 8, 3, 199-249.

Zadeh, L. (1975b), ‘The concept of a linguistic variable and its application to approximate reasoning.
Part I, Information Sciences, 8, 4, 301-357.

Zadeh, L. (1975c¢), ‘The concept of a linguistic variable and its application to approximate reasoning.
Part I11,” Information Sciences, 9, 1, 43-80.

Zadeh, L. (1996), ‘Fuzzy logic=computing with words,” IEEE Transactions on Fuzzy Systems, 94,2,
103-111.

Zadeh, L., and Kacprzyk, J., (eds.) (1999a), Computing with Words in Information/Intelligent
System. (Foundations) (Vol. 33). Studies in Fuzziness and Soft Computing. Heidelberg:
Springer-Verlag.

Zadeh, L., and Kacprzyk, J., (eds.) (1999b), Computing with Words in Information/Intelligent System.
(Applications) (Vol. 34). Studies in Fuzziness and Soft Computing. Heidelberg: Springer-Verlag.




B.4. Linguistic Decision Making under Uncertainty. Computational
200 Linguistic Models




B. English Summary 201

B.5. Linguistic Information Modelling in Hesitant Con-

texts

Usually, the complexity of decision making problems is because of the uncer-
tainty that surrounds the alternatives and the knowledge experts. One of the main
topics in decision making is the modelling and treatment of the uncertainty of the
different types of information that can be used by experts to provide their preferen-
ces. Our research focuses on decision making problems in qualitative contexts with
high degree of uncertainty [107], where experts usually use linguistic information
to express their preferences. The use of linguistic information has provided reliable
and successful results in this type of decision making problems, but sometimes
limited because the linguistic models use single-valued and predefined terms that
restrict the richness of eliciting freely preferences to the experts [100, 141].

To overcome these limitations, different linguistic models have been introduced
in the literature [100, 141, 149] to provide richer expressions than single linguistic
terms, but they are either far away from the common language used by experts in
decision making problems or not systematically defined. They are revised in the
attached paper in Section B.6.

Therefore, in this section it is presented a new linguistic model to represent
multiple linguistic terms and facilitate the computing with words processes. Besi-
des, a tool is introduced to generate expressions close to human beings cognitive
model in decision making problems.

Afterwards, we attach the paper Hesitant Fuzzy Linguistic Term Sets for Deci-
sion Making, published in IEEE Transactions on Fuzzy Systems, which introduces

such a proposal.
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Hesitant Fuzzy Linguistic Term Sets
for Decision Making

Rosa M. Rodriguez, Luis Martinez, and Francisco Herrera, Member, IEEE

Abstract—Dealing with uncertainty is always a challenging
problem, and different tools have been proposed to deal with it.
Recently, a new model that is based on hesitant fuzzy sets has been
presented to manage situations in which experts hesitate between
several values to assess an indicator, alternative, variable, etc. Hes-
itant fuzzy sets suit the modeling of quantitative settings; however,
similar situations may occur in qualitative settings so that experts
think of several possible linguistic values or richer expressions than
a single term for an indicator, alternative, variable, etc. In this pa-
per, the concept of a hesitant fuzzy linguistic term set is introduced
to provide a linguistic and computational basis to increase the rich-
ness of linguistic elicitation based on the fuzzy linguistic approach
and the use of context-free grammars by using comparative terms.
Then, a multicriteria linguistic decision-making model is presented
in which experts provide their assessments by eliciting linguistic ex-
pressions. This decision model manages such linguistic expressions
by means of its representation using hesitant fuzzy linguistic term
sets.

Index Terms—Context-free grammar, fuzzy linguistic approach,
hesitant fuzzy sets, linguistic decision making, linguistic informa-
tion.

1. INTRODUCTION

ROBLEMS that are defined under uncertain conditions are
P common in real-world decision-making problems but are
quite challenging because of the difficulty of modeling and cop-
ing with such uncertainty. Different tools have been used to solve
problems, such as probability; however, in many situations, un-
certainty is not probabilistic in nature but, rather, imprecise or
vague. Hence, other models, such as fuzzy logic and fuzzy sets
theory [6], [39], have been successfully applied to handle im-
perfect, vague, and imprecise information [26]. Nevertheless, to
handle vague and imprecise information whereby two or more
sources of vagueness appear simultaneously, the modeling tools
of ordinary fuzzy sets are limited. For this reason, different gen-
eralizations and extensions of fuzzy sets have been introduced.
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1) Type-2 fuzzy sets [6], [24] and type-n fuzzy sets [6] that
incorporate uncertainty about the membership function in
their definition.

Nonstationary fuzzy sets [8] that introduce into the mem-
bership functions a connection that expresses a slight vari-
ation in the membership function.

Intuitionistic fuzzy sets [1] that extend fuzzy sets by an ad-
ditional degree, which is called the degree of uncertainty.
Fuzzy multisets [37] based on multisets that allow repeated
elements in the set.

Hesitant fuzzy sets (HFS) that have been recently intro-
duced in [32] provide a very interesting extension of fuzzy
sets. They try to manage those situations, where a set of
values are possible in the definition process of the mem-
bership of an element.

The previous fuzzy tools suit problems that are defined as
quantitative situations, but uncertainty is often because of the
vagueness of meanings that are used by experts in problems
whose nature is rather qualitative. In such situations, the fuzzy
linguistic approach [40]-[42] has provided very good results
in many fields and applications [2], [13], [18], [20], [27], [36].
However, in a similar way to the fuzzy sets, the use of the
fuzzy linguistic approach presented some limitations, mainly
regarding information modeling and computational processes,
which are called processes of computing with words (CW) [9],
[15], [21], [23]. Different linguistic models have tried to extend
and improve the fuzzy linguistic approach from both points of
view.

1) The linguistic model based on type-2 fuzzy sets represen-
tation [22], [33], [43] that represents the semantics of the
linguistic terms by type-2 membership functions and using
interval type-2 fuzzy sets for CW.

The linguistic 2-tuple model [12] that adds a parameter
to the linguistic representation that is known as symbolic
translation, which keeps the accuracy in the processes of
CW.

The proportional 2-tuple model [34] that generalizes and
extends the 2-tuple model by using two linguistic terms
with their proportion to model the information and per-
forms the processes of CW more accurately.

Other extensions that are based on previous ones intro-
duced in [5] and [17].

By the revision of the fuzzy linguistic approach and the dif-
ferent linguistic extensions and generalizations, it is observed
that the modeling of linguistic information is still quite lim-
ited, mainly because it is based on the elicitation of single and
very simple terms that should encompass and express the infor-
mation provided by the experts regarding a linguistic variable.
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However, in different situations, the experts that are involved in
the problems defined under uncertainty cannot easily provide
a single term as an expression of his/her knowledge, because
he/she is thinking of several terms at the same time or looking
for a more complex linguistic term that is not usually defined in
the linguistic term set.

Therefore, we work with a view to overcome such limitations,
taking into account the idea under the concept of HES introduced
in [32] to deal with several values in a membership function in
a quantitative setting. In this paper, we propose the concept of
hesitant fuzzy linguistic term set (HFLTS), based on the fuzzy
linguistic approach, that will serve as the basis of increasing the
flexibility of the elicitation of linguistic information by means
of linguistic expressions. Additionally, different computational
functions and properties of HFLTS are introduced, and we then
present how they can be used to improve the elicitation of lin-
guistic information by using the fuzzy linguistic approach and
context-free grammars. This is very important because it allows
us to use different expressions to represent decision makers’
knowledge/preferences in decision making.

In order to answer the question:

How is the concept of HFLTS and its use in decision making
Justified?

We present a multicriteria linguistic decision-making model
in which experts provide their assessments by means of linguis-
tic expressions based on comparative terms close to the expres-
sions used by human beings. This decision model manages the
linguistic expressions that are represented by HFLTS. We pro-
pose the use of two symbolic aggregation operators that allow
us to obtain a linguistic interval, which is associated with each
alternative, and an exploitation process based on the application
of the nondominance choice degree to a preference relation that
is obtained from the previous linguistic intervals.

‘We are only aware of two papers on linguistic decision making
that use linguistic expressions instead of single terms [19], [30].
In [30], the authors presented a linguistic model that dealt with
linguistic expressions generated by applying logical connec-
tives to the linguistic terms. In [19], the authors introduced the
concepts of determinacy and consistency of linguistic terms in
multicriteria decision-making problems and presented a model
based on a fuzzy set in which decision makers could provide
their assessments by using several linguistic terms and the relia-
bility degree of each term. These proposals are not very close to
human beings’ cognitive processes and they are simpler than the
model proposed in this paper, that uses linguistic expressions
based on comparative terms.

The paper is organized as follows. In Section II, we briefly re-
view some preliminary concepts that will be used in the HFLTS
proposal. In Section III, we introduce the concept of HFLTS
and several basic properties and operations to carry out the pro-
cesses of CW. In Section IV, we present the use of HFLTS to
facilitate and increase flexibility to elicit linguistic information.
In Section V, we present a multicriteria linguistic decision-
making model and define two symbolic aggregation operators
to accomplish the processes of CW by using linguistic intervals.
An illustrative example is also introduced in this section. In
Section VI, we make some concluding remarks and suggest fu-
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no\thing very low low medium high very high  perfect

V Y
0.33 0.5

0.67

0 0.17

Fig. 1. Set of seven terms with its semantics.

ture research in this area. Appendix A contains a brief review of
several necessary concepts to compare HFLTS, and Appendix B
contains some definitions to build a preference relation between
numeric intervals.

II. PRELIMINARIES

Due to the fact that our proposal is based on the fuzzy linguis-
tic approach [40]-[42] and HFS [32], in this section, we review
their main concepts, necessary to understand the proposal of
HFLTS and its use.

A. Fuzzy Linguistic Approach

In many real decision situations, the use of linguistic infor-
mation is suitable and straightforward because of the nature of
different aspects of the problem. In such situations, one com-
mon approach to model the linguistic information is the fuzzy
linguistic approach [40]-[42] that uses the fuzzy sets theory [39]
to manage the uncertainty and model the information.

In [40]-[42], Zadeh introduced the concept of linguistic vari-
able as “a variable whose values are not numbers but words or
sentences in a natural or artificial language.” A linguistic value
is less precise than a number, but it is closer to human cognitive
processes that are used to successfully solve problems dealing
with uncertainty. A linguistic variable is formally defined as
follows.

Definition 1: [40]. A linguistic variable is characterized by
a quintuple (H,7(H),U,G,M) in which H is the name of the
variable; T(H) (or simply T) denotes the term set of H, i.e., the
set of names of linguistic values of H, with each value being
a fuzzy variable that is denoted generically by X and ranging
across a universe of discourse U, which is associated with the
base variable u; G is a syntactic rule (which usually takes the
form of a grammar) for the generation of the names of values
of H; and M is a semantic rule for associating its meaning with
each H, M(X), which is a fuzzy subset of U.

To deal with linguistic variables, it is necessary to choose the
linguistic descriptors for the term set and their semantics. Fig. 1
shows a linguistic term set with the syntax and semantics of
their terms.

There are different approaches to selecting the linguistic
descriptors and different ways to define their semantics [38],
[40]-[42]. The selection of the linguistic descriptors can be per-
formed by means of the following.
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1) An ordered structure approach: This defines the linguistic
term set by means of an ordered structure providing the
term set that is distributed on a scale at which a total order
has been defined [10], [38]. For example, a set of seven
terms, S, could be given as follows:

S = {s¢ : nothing, s; : very_low, s, : low, s3 : medium
sy : high, s5 : very_high, s : perfect}.

In these cases, the existence of the following is usually
required.
a) A negation operator Neg(s;) = s sothatj =g — ¢
(g + 1 s the granularity of the term set).

b) A maximization operator: Max(s;, s;) = s; if s; >
Sj.

¢) A minimization operator: Min(s;, s;) = s; if s; <
8]'.

2) A context-free grammar approach: This defines the lin-
guistic term set by means of a context-free grammar G
so that the linguistic terms are the sentences that are
generated by G [3], [4], [40]-[42]. A grammar G is a
4-tuple (Vy,Vr, I, P), where Vy is the set of nonter-
minal symbols, V7 is the set of terminals’ symbols, I
is the starting symbol, and P is the production rules
that are defined in an extended Backus—Naur form [4].
Among the terminal symbols of G, we can find pri-
mary terms (e.g., low, medium, high), hedges (e.g., not,
much, very), relations (e.g., lower than, higher than),
conjunctions (e.g., and, but), and disjunctions (e.g., or).
Thus, choosing / as any nonterminal symbol and us-
ing P could be generated linguistic expressions, such as,
{lower than medium, greater than high, ...}.

The definition of their semantics can be accomplished as

in [38] and [40]-[42] as follows.

1) Semantics based on membership functions and a semantic
rule: This approach assumes that the meaning of each
linguistic term is given by means of a fuzzy subset that
is defined in the interval [0, 1], which is described by
membership functions [4]. This semantic approach is used
when the linguistic descriptors are generated by means of
a context-free grammar. Thus, it contains two elements: a)
the primary fuzzy sets that are associated with the primary
linguistic terms and b) a semantic rule M that provides the
fuzzy sets of the nonprimary linguistic terms [40]-[42].
Semantics based on an ordered structure of the linguistic
term set: It introduces the semantics from the structure that
is defined over the linguistic term set. Therefore, the users
provide their assessments by using an ordered linguistic
term set [31], [38]. The distribution of a linguistic term set
on a scale [0, 1] can be distributed symmetrically [38] or
nonsymmetrically [11], [31].

Mixed semantics: This assumes elements from the afore-
mentioned semantic approaches.
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B. Hesitant Fuzzy Sets

In [32], the author introduced a new extension for fuzzy sets to
manage those situations in which several values are possible for

the definition of a membership function of a fuzzy set. Although
this situation might be modeled by fuzzy multisets, they are not
completely adequate for these situations.
An HFS is defined in terms of a function that returns a set of
membership values for each element in the domain [32].
Definition 2: Let X be a reference set, an HFS on X is a
function h that returns a subset of values in [0, 1]:

h:X — {[0,1]}.
Therefore, given a set of fuzzy sets an HES is defined as the
union of their membership functions.
Definition 3: Let M = {1, pa, - . ., i, } be a set of n mem-

bership functions. The HFS that is associated with M, hyy, is
defined as

]LM M — {[O, 1]}
har (@) = | {w(@)}.
peM

Some basic operations with the HFS were defined [32] as
follows.
Definition 4: Given an HFS h, its lower and upper bounds are

h™(xz) = min h(z)
ht(z) = max h(x).
Definition 5: Let h be an HFS, its complement is defined as
K@= J -k
yeh(x)
Proposition 1: [32]. The complement is involutive.
(h)" =h.

Definition 6: Let hy and hs be two HESs, their union is defined
as

(h1 Uhg)(x) ={h € (hi(z)Uhg(x))/h > max(h;,hy)}.

Definition 7: Let h; and hy be two HFS, their intersection is
defined as

(h] N hg)(l') = {h S (h] (1‘) n hg(I))/h < mm(hf,h;)}
Definition 8: Let h be an HFS, the envelope of h, Ay (n), is
defined as
Aenv(n) = {1z, pa(z),va(z)}

with A,y (n) being the intuitionistic fuzzy set [1] of h, and
and v are, respectively, defined as

pa(x) =h"(z)
and

va(x) =1-h*(z).

III. HESITANT FUzzy LINGUISTIC TERM SETS

Similarly to the situations that are described and managed
by HFS in [32], where an expert may consider several values
to define a membership function, in the qualitative setting, it
may occur that experts hesitate among several values to assess
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a linguistic variable. The fuzzy linguistic approach is, however,
aimed at statically assessing single linguistic terms for the lin-
guistic variables. Hence, it is clear that, when experts hesitate
about several values for a linguistic variable, the fuzzy linguistic
approach is very limited. As pointed out in Section I, there are
two proposals that use linguistic expressions instead of single
terms [19], [30]. However, neither of them is adequate to fulfill
the necessities and requirements of experts in hesitant situations.

Consequently, bearing in mind the idea under the HFS [32],
in this section the concept of HFLTS, that is based on the fuzzy
linguistic approach and the HFS is introduced. Some basic op-
erations of HFLTS are then defined and some properties of such
operations are revised.

A. Concept and Basic Operations

Definition 9: Let S be a linguistic term set, S' = {s9,..., 8y},
an HFLTS, Hg, is an ordered finite subset of the consecutive
linguistic terms of S.

Let S be a linguistic term set, S = {so,...,s,}, we then
define the empty HFLTS and the full HFLTS for a linguistic
variable ¥ as follows.

1) empty HFLTS: Hg () = {},

2) full HFLTS: Hg(9) = S.

Any other HFLTS is formed with at least one linguistic term
inS.

Example 1: Let S be a linguistic term set,
S = {s¢ : nothing, s; : very_low, sy : low, s3 : medium, s :
high, s5 : very_high, s¢ : perfect}, a different HFLTS might be

Hg(9) = {s1 : very_low, ss : low, s3 : medium}

Hg(9) = {s3 : medium, s4 : high, s5 : very_high

s¢ : perfect}.

Once the concept of HFLTS has been defined, it is necessary to
introduce the computations and operations that can be performed
on them.

Let S be a linguistic term set, S = {sg, ..
HY, and H? be the three HFLTS.

Definition 10: The upper bound Hg+ and lower bound Hg
of the HFLTS Hg are defined as

1) Hg+ =max(s;) = s;,s; € Hg and s; < s;Vi;

2) Hg- =min(s;) = s, s; € Hg and s; > s;Vi.

Definition 11: The complement of HFLTS, Hg, is defined as

., 8¢}, and Hg,

Hg =S—Hg = {S,'/S[ € S and s; é Hs}.
Proposition 2: The complement of an HFLTS is involutive:
(Hg)" = Hs.

Proof: By the use of the definition of a complement of an
HFLTS

(H§)" =S —Hg =8~ (5~ Hs) = Hs.

Definition 12: The union between two HFLTS, H and H2,
is defined as

HYUH} = {s;/s; € H} or s; € H}}

and the result will be another HFLTS.
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Definition 13: The intersection of two HFLTS, H} and HZ,
is

H{NH: ={s;/s; € H} and s; € H}}

and the result of this operation is another HFLTS.

The comparison of linguistic terms is necessary in many
problems, and it has always been defined in different linguis-
tic approaches. An HFLTS is a linguistic term subset, and the
comparison among these elements is not simple. Therefore, we
introduce the concept of envelope for an HFLTS in order to
simplify these operations as shown later in the text.

Definition 14: The envelope of the HFLTS, env(Hg), is a
linguistic interval whose limits are obtained by means of upper
bound (max) and lower bound (min). Hence

CHV(Hs) = [HS ,H_g—],HS H5+.

Example 2: Let S = {nothing, very_low, low, medium, high,
very_high, perfect} be a linguistic term set, and Hg =
{high, very_high, perfect} be an HFLTS of S, its envelope is

Hg-(high, very_high, perfect) = high

H- (high, very_high, perfect) = perfect

env(Hg) = [high, perfect].

Definition 15: The definition of the comparison between two
HFLTS is based on the concept of the envelope of the HFLTS,
env(Hy). Hence, the comparison between H} and H? is defined
as follows:

HL(9) > HZ(9) iff env(H(9)) > env(H2(¥))
HL(9) = H2Z(9) iff env(HL(0)) = env(HZ(9)).

Consequently, the comparison is conducted by interval val-
ues. In Appendix A, different approaches to comparing inter-
vals are briefly reviewed and how to compare HFLTS is then
clarified.

B. Properties

To conclude this section, some relevant properties of the
HFLTS operations are reviewed.

Let HY, H%, and H} be three HFLTS, and S = {sy, ...
Then

1) Commutativity

2 Sg )

HY U HE = HR U HS
HyNH: = Hi N HYL.

Proof of the union:

c

Let s; € S be a linguistic value, s; € H U H2, then, by
the definition of union, s; € HY ors; € H2;if s; € H?
ors; € Hé,then s € H:; UH;.

2

Lets; € H} U H}, then,s; € H} ors; € Hy;ifs; € H
ors; € H: thens; € H5 U H2.

The demonstration of the intersection would be similar to
the union.
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2) Associative
HYU(H2UHY) = (HYUH:)UH}
HYN(H:NH}) = (HYNHE) NH}.

Proof of the union:

C

Let s, €S be a linguistic value, s; € Hé U
(H} UH}), then, s; € HY or s; € HAUHZ. In
the second case, s; € H} or s; € H3; therefore, if
s; € HYUH%ors; € HY, thens; € (Hy UHZ) U H3.
D

Let s; € (HY UHZ)UH} then, s; € H UH} or s; €
HE. In the first case, s; € HY or s; € H%; therefore, if
s; € Hyors; € HY UHY, thens; € Hy U(H3 U HY).
In a similar way, the associative property of the intersec-
tion can be demonstrated.

3) Distributive

=

Hg 0/(H§ U Hg) = (Hg 0 H3) U (Hg N HY)
Hg U (H§ 0 Hg) = (Hg U H) 0 (Hg U HY).

Proof of the union:

c

Lets; € (HY UH2)N H} then, s; € Hy U HZ and s; €
H3. Therefore, s; € H} ors; € H}.

If s, € H., then s; € H} N H}.

If s, € H, then s; € H} N HE.

Thus, s; € Hy N HY or s; € H} N H3, this means that
si € (HyNH)U (HZ N HE).

)

Lets; € (Hy N HE)U(H% N HY).Then,s; € HY N H3
or s; € H3 N H}. On the first case, as s; € HZ, then
si € HY U HE; therefore, s; € (HY U H2) N H}. In the
second case, as s; € H2, then s; € H é U Hg; therefore,
si € (Hy UHZ)N HE.

Similarly to the property of the union, the distributive
property of the intersection can be demonstrated.

IV. ELICITATION OF LINGUISTIC INFORMATION
BASED ON HESITANT Fuzzy LINGUISTIC TERM SETS

Throughout the paper, it has been pointed out that the aim of
the HFLTS is to improve the elicitation of linguistic information,
mainly when experts hesitate among several values to assess
linguistic variables.

The concept of HFLTS has been introduced as something
that can be directly used by the experts to elicit several linguistic
values for a linguistic variable, but such elements are not similar
to human beings’ way of thinking and reasoning. Therefore, in
this section, the definition of simple but elaborated linguistic
expressions that are more similar to human beings’ expressions
is proposed to be semantically represented by means of HFLTS
and generated by a context-free grammar.

A simple context-free grammar Gy is introduced to support
the type of linguistic information that we want to allow the
experts to elicit in order to increase the flexibility and expres-
siveness of linguistic information, which is denoted by .

Besides the previous grammar Gy, it is also necessary to
define how its linguistic expressions will be represented and
managed in processes of CW. To do so, a function E(ll) is pre-
sented that transforms such linguistic expressions into HFLTS.

The context-free grammar G and the transformation func-
tion E(-) are further detailed in the following sections.

A. Context-Free Grammar for Eliciting Linguistic Information
Based on HFLTS

A context-free grammar G provides a way to generate lin-
guistic terms and linguistic expressions by means of its different
elements. Our objective is to define a context-free grammar G g
that generates simple but rich linguistic expressions that can be
easily represented by means of HFLTS. Therefore, the context-
free grammar Gy is defined to generate the type of linguistic
expressions that we want to model in hesitant situations.

Definition 16: Let G be a context-free grammar, and S =
{50,...,54} be a linguistic term set. The elements of Gy =
(V,Vp, 1, P) are defined as follows:

Vi = {(primary term), (composite term)

(unary relation), (binary relation), (conjunction) }

Vi = {lower than, greater than, between, and, sg, 51, ..., 5, }

IeVy.

The production rules are defined in an extended Backus—Naur
form so that the brackets enclose optional elements and the
symbol “|” indicates alternative elements [4]. For the context-
free grammar Gy, the production rules are as follows:

P = {I ::= (primary term)|(composite term)

(composite term) ::= (unary relation) (primary term)|
(binary relation) (primary term)(conjunction) (primary term)

(primary term) ::= sq|s1|...[sq

(unary relation) lower than|greater than
(binary relation) ::= between
(conjunction) ::= and}.

Remark 1: The unary relation has some limitations. If the
nonterminal symbol is “lower than,” then the “primary term”
cannot be sy, and if the nonterminal symbol is “greater than,”
then the “primary term” cannot be s,.

Remark 2: In the “binary relation,” the “primary term” on
the left-hand side must be less than the “primary term” on the
right-hand side.

Example 3: Let S = {nothing, very_low, low, medium, high,
very_high, perfect} be a linguistic term set; some linguistic ex-
pressions that are obtained by means of the context-free gram-
mar G; might be

1; = high

115 = lower than medium

113 = greater than high

11, = between medium and very_high.

These linguistic expressions are close to the linguistic struc-
tures used by human beings to provide their assessments
in real-world problems, where they are not sure about one sin-
gle value to assess the criteria or the alternatives. Therefore, the
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greater than s;
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between s and s;
= 5 £l S
Fig. 2. HFLTS associated with the linguistic expressions.

hesitant situation is modeled by means of linguistic structures
that are generated by the production rules, P € Gy, being nec-
essary to model semantically such information. To do so, the
use of HFLTS is proposed.

B. Transforming Linguistic Expressions of Gy into HFLTS

The transformation of the linguistic expressions 11 that are
produced by G into HFLTS is done by means of the transfor-
mation function E¢, .

Definition 17: Let FEg, be a function that transforms
linguistic expressions 11, which are obtained by Gy, into
HFLTS Hg, where S is the linguistic term set that is used
by Gy:

FEg, 11— Hg.

The linguistic expressions that are generated by using the
production rules will be transformed into HFLTS in different
ways according to their meaning:

1) Eg, (si) = {si/si € S};

2) Eg, (lessthans;) = {s;/s; € S and s; < s;};

3) Eg, (greater than s;) = {s;/s; € S and s; > s,};

4) Eg, (between s; and s;) = {s /s, € S and s5; < ), <

S;‘}.

With the previous definition of E; , , itis easy to figure out the
representation of the initial linguistic expressions 1l into HFLTS.
Fig. 2 shows these transformations graphically.

Example 4: By the use of the linguistic expressions
that are obtained in Example 3, i.e., 1l;,1l5,1l3,and 1l their
transformation into HFLTS by the transformation function
EG” is

Ec, (high) = {high}

E¢ , (lower than medium) = {nothing, very_low, low
medium}

E¢;, (greater than high) = {high, very_high, perfect}

E¢,, (between medium and very_high) = {medium

high, very_high}.

IEEE TRANSACTIONS ON FUZZY SYSTEMS, VOL. 20, NO. 1, FEBRUARY 2012

expression: \

bar | 2 AN
V== N o [N —Solution

inguistic HFLTS. WY

Aggregation

Bagstc HFLTS
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Fig. 3. Schema of the decision-making model.

V. MULTICRITERIA LINGUISTIC DECISION-MAKING MODEL
WITH LINGUISTIC EXPRESSIONS BASED ON
COMPARATIVE TERMS

In this section, we present a multicriteria linguistic decision-
making model in which decision makers can provide their as-
sessments by means of linguistic expressions based on compar-
ative terms close to the expressions used by human beings or by
means of single linguistic terms. This decision model manages
such linguistic expressions by its representation using HFLTS.
To fuse these linguistic expressions, we propose two symbolic
aggregation operators, min_upper and max_lower, that provide
a linguistic interval for each alternative. Finally, an exploitation
process based on the application of the nondominance choice
degree to obtain the solution set of alternatives is proposed.

An example of a decision-making problem is also introduced
to easily understand the proposed model.

A. Multicriteria Linguistic Decision-Making Problem

A multicriteria linguistic decision-making problem consists
of a finite set of alternatives, X = {x1,...,x, }, where each
alternative is defined by means of a finite set of criteria, C' =
{c1,..., ¢ }, which is assessed by using linguistic expressions.

In this decision-making problem, we suppose a linguistic
term set, S = {so,...,5,}, and a context-free grammar Gy,
which produces the linguistic expressions 1I(z;, ¢;) based on
comparative terms to assess the criteria, C' = {cy, ..., ¢, }, for
each alternative, X = {zy,..., 2, }.

B. Multicriteria Linguistic Decision Making Model

The proposed decision-making model consists mainly of the
following three phases (see Fig. 3).

1) Transformation phase: The linguistic expressions pro-
vided by experts are transformed into HFLTS by using
the transformation function Eg, .

Aggregation phase: The assessments represented by
HFLTS are aggregated by using two symbolic aggrega-
tion operators that obtain a linguistic interval, which is
used to rank the alternatives in the following phase.
Exploitation phase: The linguistic intervals obtained in
the previous phase are used to build a preference relation
between alternatives, and a nondominance choice degree
is applied to obtain a solution set of alternatives for the
decision problem.

2

-

3

=
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TABLE I TABLE III
ASSESSMENTS THAT ARE PROVIDED FOR THE DECISION PROBLEM UPPER BOUND FOR EACH HFLTS
criteria criteria
[ c1 ca c3 T, Ny N -
1 | between ol andm between h and oh R Hey (i) | a1 c2 cs
alternatives | @z | between land m  m lower than | 1 {m} {vh} {h}
@3 | greater thanh  between vl and ! greater than h alternatives | a» {m} {m} {1
z3 o {3 {p}
TABLE II
ASSESSMENTS TRANSFORMED INTO HFLTS
criteria TABLETV
7 MINIMUM LINGUISTIC TERM OF THE SET OF CRITERIA
Hl(z;) | a1 co c3
1 {vl,l,m}  {h,vh} {h} alternatives/Hgy — (xi)
alternatives | x2 {l,m} {m} {n,vl, 1} i
: h, vl 1,1 h,vh T @ [ @
T3 {h,vh,p}  {ol,1} {h, vh,p} {m} | 1 I [

These phases are explained in further detail later, forming an
illustrative example to easily understand the decision model.
1) Transformation of the linguistic expressions into HFLTS:

2

-

Our aim is to facilitate the expressiveness of the experts in
linguistic decision-making problems, providing a linguis-
tic modeling close to human beings by using linguistic
expressions that are generated by a context-free gram-
mar Gy . The linguistic expressions that are provided by
experts must be transformed into HFLTS to accomplish
the aggregation process by means of the transformation
function E¢ , , which is introduced in Definition 17.
Example 5: Let X = {x1,z2,23} be a set of alter-
natives, C'= {cj,c2,c3} be a set of criteria defined
for each alternative, and S = {s( : nothing(n), s; :
very low(vl), s : low(l), s3 : medium(m), s4 :high(h),
s5 @ very high(vh), s¢ : perfect(p)} be the linguistic term
set that is used by the context-free grammar Gy to
generate the linguistic expressions. The assessments that
are provided in such a problem are shown in Table I.
The transformation of such expressions into HFLTS by
means of the transformation function E¢,, is shown in
Table II.
Aggregation of the assessments represented by HFLTS:
Once the assessments are represented by HFLTS, it is
necessary to fuse the set of criteria for each alternative by
using symbolic aggregation operators. In decision mak-
ing, it is common to use two different points of view [29],
the pessimistic and the optimistic. To find a balance be-
tween both approximations, we shall define two aggre-
gation operators, min_upper and max_lower, which carry
out the aggregation by using HFLTS. The “min_upper”
operator selects the worst of the superior values and the
“max_lower” selects the best of the inferior values. The
result of application of these operators is two linguistic
terms that will be used to build a linguistic interval. To
do so, the minimum linguistic term will be the left limit
of the interval and the maximum one will be the right.
Each alternative has an associated linguistic interval that
represents the core information of the HFLTS aggregated.
a) Min_upper operator: This is a symbolic aggregation
operator that is introduced to combine HFLTS, and
it obtains the worst of the maximum linguistic terms.

b

Definition 18: Let X = {x1,...,x,} be a set of
alternatives, C' = {c1,...,¢, } be a set of crite-
ria, S'= {sg,...,5,} be a linguistic term set, and
{Hfs(xz)/z e{l,...,n},j€{l,...,m}} beaset
of HFLTS. The min_upper operator consists of the
following two steps.
i) Apply the upper bound Hg- for each HFLTS
that is associated with each alternative:
Hgi (x;) = {HY, (xi),...,HY (x)},i€

{1,...,n}.

ii) Obtain the minimum linguistic term for each
alternative:
Hsnti“(l‘{) =min{H}. (z;)/j€ {1,...,m}},
ie{l,...,n}

According to Example 5, the aggregation with such
an operator is carried out as follows.
i) Apply the upper bound for each HFLTS (see
Table III).
ii) Obtain the minimum linguistic term of the set
of criteria for each alternative (see Table IV).
Max _lower operator: This symbolic operator is
also introduced to combine HFLTS, but it is
opposite to the previous one, because it ob-
tains the best of the minimum linguistic terms.
Definition 19: Let X = {x1,...,x,} be a set of
alternatives, C' = {ci,...,¢,, } be a set of crite-
ria; S = {so,...,s,} be a linguistic term set, and
{H(x;)/i e {1,...,n},j €{1,...,m}} be aset
of HFLTS. The max_lower operator also consists of
the following two steps.
i) Apply the lower bound for each HFLTS that is
associated with each alternative:

=

Hsf(l'i) = {H;»(.’IJI‘),...,
i€ {1,...,71,}.

HY ()}

ii) Obtain the maximum linguistic term for each
alternative:
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TABLE V
LOWER BOUND FOR EACH HFLTS
criteria
H? (x;) 1 co c3
1 {vi} —{n} {h}
alternatives T {}  {m} {n}
3 {h} {vl} {h}
TABLE VI

MAXIMUM LINGUISTIC TERM OF THE SET OF CRITERIA

(z.lt,(zrnat,zﬁmS/Hq — (m)

z1 | w2 |

{r} [ {m} |
TABLE VII

LINGUISTIC INTERVALS FOR THE ALTERNATIVES

T3
{h}

alternatives/H' (x;)
71 | a2 z3
T, AT | Tl [T

Hy (2;)=max{H}_(2;)/j € {1,...,m}}
ie{l,...,n}.

Following Example 5, the results obtained by the
application of the max_lower operator are as follows.
i) Apply the lower bound for each HFLTS (see
Table V).
ii) Obtain the maximum linguistic term of the set
of criteria for each alternative (see Table VI).
The linguistic terms that are obtained from the pre-
vious aggregation operators are used to build a lin-
guistic interval for each alternative that represents
the core information of the HFLTS aggregated. The
left limit is the minimum of them, and the right limit
is the maximum:
iy () = max{Hg. (w:), s, (2:)}

n

C

-~

Hiyi(00) = min{H; | (2), Hs,, ()}

H' (i) = [Hyi (21), Hpp o (7).

Following Example 5, the linguistic intervals that
are obtained are shown in Table VII.

3) Exploitation phase: Once the linguistic information has
been aggregated, the exploitation phase is carried out,
where the set of alternatives will be ordered to select the
best one(s) according to the following steps.

a) Building of a preference relation: Now, the aggre-
gated information regarding each alternative is ex-
pressed by a linguistic interval. Hence, to order
such alternatives, first, a binary preference relation is
built [7], [25] between alternatives. This preference
relation is obtained by adapting the method that is
proposed in [35]. In Appendix B, one such method
is revised.

Application of a choice degree: For ranking al-

ternatives from the preference relation, different

choice functions could be applied [25], [28]. Here,
we propose the use of a nondominance choice de-

b

=
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gree NDD, which indicates the degree to which
the alternative x; is not dominated by the re-
maining ones. Its definition is given as follows.
Definition 20 [25]: Let P = [p;;] be a preference re-
lation that is defined over a set of alternatives X . For
the alternative z;, its nondominance degree NDD;
is obtained as

NDD; = min{1 — p,, j # i}

where pi = max{p;; — pij,0} represents the de-
gree to which x; is strictly dominated by ;.
Finally, we obtain the set of nondominated alterna-
tives as follows:

C

-

XNP = {&;/x; € X,NDD; =max,,cx {NDD; }}.

Following Example 5, the exploitation phase consists of
the following steps.

a) Computing the preference degrees by using the
definition that is introduced in [35]. This func-
tion must be adapted to deal with linguistic inter-
vals; therefore, Ind(s;) =i (it provides the index
associated with the label), s; € S = {s9,...,s,},
(P(z1 > 33)), (P22 > 21)), (P21 > w3)), (P
(373 > .’I,’l)), (P(’I‘z > ﬂ”z)), (P(.’I,‘g > T_))) and
(Pp), shown at the bottom of the next page.

b) A nondominance choice degree NDD; is applied to
the preference relation
) — 1 0.334
Pyp=(0 - 0
0 0334 -

NDD; = min{(1-0),(1-0)} =1

NDD; = min{(1 —1),(1—0.334)} =0

NDD; = min{(1 — 0.334), (1 — 0)} = 0.664.
c¢) Finally, the solution set of alternatives is

XND — (x,1)

VI. CONCLUDING REMARKS AND FUTURE WORKS

In this paper, the concept of HFLTS has been introduced to in-
crease the flexibility and richness of linguistic elicitation based
on the fuzzy linguistic approach and the use of context-free
grammars to support the elicitation of linguistic information
by experts in hesitant situations under qualitative settings. In
addition, different computational functions and properties of
HFLTS have been presented. Afterwards, a multicriteria lin-
guistic decision-making model in which experts provide their
assessments by using linguistic expressions based on compara-
tive terms has been presented and applied to a decision-making
problem to show the usefulness of the HFLTS in decision
making.

In the future, the application of HFLTS to group decision-
making problems that are defined with uncertainty will be
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explored, where the experts will be able to provide their as-
sessments by means of preference relations by using linguistic
expressions based on HFLTS.

APPENDIX A

Due to the fact that the comparison of HFLTS is based on their
envelope, which are intervals, in this Appendix, a brief review
is made of several methods to compare numeric intervals that
could be used in the comparison of HFLTS, but first, the concept
of numeric interval is revised.

Definition 21: [14]. An interval is defined by an ordered pair
in brackets as

A=lay,ag) ={a:ar =a= ap}

where a, is the left limit, and ap is the right limit of A.
Definition 22: [14]. The interval is also denoted by its center
and width as

A= (ac,aw)={a:ac — awéaéap +aw}

where a¢ is the center, and ayy is the width of A.
From definitions 21 and 22, the center and width of an interval
may be calculated as

1

ac = 5 (ar +ar)
2

aw = i(azz - aL)-

Different approaches to comparing intervals have been intro-
duced in the literature. Two order relations are presented in [14].
One of them is defined by the left and right limits of an interval.
This order relation is partial, and there are many pairs of inter-
vals that cannot be compared with such a relation. To overcome
this limitation, the authors defined a second-order relation by
the center and width of the interval, but it is also a partial-order
relation. In [16], the author defined a fuzzy preference relation
between two intervals on the real line by means of a formula that

uses probability relations. The disadvantage of this approach is
that it does not take into account the width of the intervals, and
it could, therefore, find that two intervals are equal, although
their widths were different.

Afterwards, in [29], the authors presented two approaches
to compare any two interval numbers. In the following, we
present one of them, which we consider suitable to accomplish
the comparison of HFLTS by using their envelopes, because it
overcomes the drawbacks of Tanaka, Ishibuchi, and Kundu’s
approaches, in further detail. Such a method introduces an ac-
ceptability function that indicates the grade of acceptability re-
garding the first interval is inferior to the second interval and is
defined as follows.

Definition 23: [29]. Let I be the set of all closed intervals on
the real line R, and A and B are the two intervals, A, B € I.
The acceptability function, A. : [ x [ — [07 00), is defined
as

be — ac
by + aw

where bW + aw 7& 0; ac S b(j; and ac, b(j, aw , and bW are
the centers and widths of the intervals A and B.
This grade of acceptability is a real number that represents
that the grade of acceptance of the interval A is inferior to the
interval B and is interpreted as follows:
1) If A =0, then it is not accepted that the interval A is
inferior to B.

2) If 0 < A. < 1,then A. is accepted with different grades
of satisfaction from O to 1.

3) If A- =1, then it is absolutely true that the interval A is
inferior to B.

o =

APPENDIX B
Appendix A revises the comparison between numeric inter-
vals by means of a grade of acceptability that indicates if the
first interval is inferior to the second one, but it does enable

N i max(0, Ind(sy) — Ind(s;)) — max(0,Ind(s3 — Ind(s3))
Play > 2) = (Ind(s1) — Ind(s3)) + (Ind(s; — Ind(s2)) =1
max(0,Ind(s3) — Ind(s3)) — max(0,Ind(sy — Ind(ss))
Plaz > 1) = (Ind(s;) — Ind(s3)) + (Ind(s3 — Ind(ss)) =0
N max(0, Ind(sy) — Ind(sy)) — max(0,Ind(s3 — Ind(sy))
P> 2s) = =10, —Tnd(sy)) + (Ind(ss —Ind(s)) 007
, i max(0,Ind(sy) — Ind(s3)) — max(0,Ind(sy — Ind(sy))
Pleg > 21) = (Ind(s;) — Ind(s3)) + (Ind(s; — Ind(sy)) = 0333
max(0,Ind(s3) — Ind(sg)) — max(0,Ind(sy — Ind(sy))
Plaz > 25) = (Ind(s;) — Ind(e )+ (Ind(s — Ind(s2)) = 0333
) ~ max(0,Ind(sy) — Ind(sy)) — max(0,Ind(sy — Ind(s3))
Plas > ) = =140 Ind(s2)) + (Ind(ss —Ind(s3)) 007
— 1 0.667
Pp = 0 — 0. 333)
0.333  0.667
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us to discover the reciprocal preference degree between both
intervals. Therefore, in this Appendix, the method that is pro-
posed in [35] is reviewed to obtain a preference relation from a
vector of intervals, and it is used in the exploitation phase of the
multicriteria linguistic decision-making model presented in Sec-
tion V.

Definition 24: [35). Let A = [a1, az] and B = [by, by] be two
interval utilities; the preference degree of A over B (or A > B)
is defined as

max(0, az — by) — max(0,a; — by)

P<A>B): (a27a1)+(b27b1)

and the preference degree of B over A (or B > A) is defined as

_ max(O, bQ — al) — max(O, b] — az)
BB >4) = (ay —ay) + (b2 — by)

It is obvious that P(A < B)+ P(B > A) =1 and P(A >
B)=P(B> A)=0.5,when A = B, a; = b and ay = b,.
Therefore, the preference relation for the alternatives is ob-
tained as follows.
Definition 25: [35]. Let Pp be a preference relation

- P12 ... P
P21 - .- P
Pp = . L .
Pn1 Pn2
where
max (0, z;p — ;) — max(0,z;;, —;p)
(win — i) — (2jr — 21)

pz‘j=P(1‘l > I]') =

is the preference degree of the alternative x; over x;; i,j €
{1,...,n}si# j,and x; = [vir, 2ir), ; = (20, )R]
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B.6. Group Decision Making Models with Comparati-

ve Linguistic Expressions

The complexity and relevance of real world decision making problems have ma-
de necessary to use multiple points of view to achieve a common solution, by using
the knowledge provided for a group of experts. As we aforementioned, sometimes
the linguistic models restrict the elicitation of the linguistic information to single
linguistic terms, and in qualitative settings with high degree of uncertainty, experts
can hesitate among several linguistic terms to provide their preferences. Therefo-
re, richer expressions than single linguistic terms might support experts in such
hesitant situations. In this section, it is proposed two new group decision making
models in which experts can provide their preferences by means of single linguistic
terms or comparative linguistic expressions close to the natural language used by
experts in group decision making problems. These two models are explained in the

following papers attached:

= A Group Decision Making Model Dealing with Comparative Linguistic Ez-
pressions based on Hesitant Fuzzy Linguistic Term Sets, submitted in Infor-

mation Sciences, (it is in 2nd round with minor revision).

» Group Decision Making with Comparative Linguistic Terms, published in
an International conference, Advances on Computational Intelligence Com-
munications in Computer and Information Science, vol. 297, pp. 181-190,
Springer Berlin / Heidelberg, 2012.
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Abstract. In group decision making (GDM) framework, we focus on
decision problems defined under uncertainty where decision makers can
hesitate among several values to elicit their preferences. In such cases,
the use of hesitant fuzzy linguistic term sets (HFLTS) can facilitate the
elicitation of decision makers preferences. In this contribution, our aim
is to propose a linguistic GDM model that allows to decision makers
use single linguistic terms or comparative linguistic terms to express
their preferences and obtain the solution set of alternatives of the GDM
problem.

Keywords: Group decision making, hesitant fuzzy linguistic term sets,
comparative linguistic terms, context-free grammar.

1 Introduction

Decision making is a usual process for human beings and companies in different
areas such as, engineering [10], planning [20], etc. In decision making problems
with multiple experts, each expert expresses his/her preferences depending on
the nature of the alternatives and on his/her own knowledge over them. Usu-
ally, this knowledge is vague and imprecise. In such cases, the fuzzy logic [8]
and fuzzy linguistic approach [18] provide suitable tools to deal with this type
of uncertainty. The use of linguistic information implies to carry out processes
of computing with words (CWW) [11,19]. There are different linguistic com-
puting models to accomplish such processes [5,9,15]. However, such approaches
are limited to model qualitative settings where decision makers hesitate among
different values, because they are thinking of several linguistic terms to provide
their preferences.

Torra introduced the concept of hesitant fuzzy sets [14] to manage situations
in quantitative settings, when decision makers hesitate among different values
to determine the membership of an element into a set. In qualitative settings it
may occur a similar situation, decision makers hesitate among different linguistic

S. Greco et al. (Eds.): IPMU 2012, Part I, CCIS 297, pp. 181-190, 2012.
© Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2012
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terms. Rodriguez et al. proposed the concept of HFLTS [12] to facilitate the
elicitation of such linguistic information by comparative linguistic terms.

The aim of this contribution is to develop a linguistic GDM model capable
to manage hesitant information by means of comparative linguistic terms repre-
sented by HFLTS. These comparative terms facilitate the elicitation of linguistic
information to decision makers in hesitant situations. The proposed GDM model
will manage this type of information by using linguistic intervals.

This paper is structured as follows: Section 2, introduces a basic scheme of a
GDM problem and makes a brief review about fuzzy linguistic approach. Section
3, revises the elicitation of comparative linguistic terms represented by HFLTS.
Section 4, presents a linguistic GDM model that deals with comparative lin-
guistic terms. Section 5 shows an illustrative example of a GDM problem, and
finally, Section 6 points out some concluding remarks.

2 Preliminaries

This section introduces a basic scheme for a GDM problem and reviews the fuzzy
linguistic approach basis of the HFLTS.

2.1 Scheme of a Group Decision Making Problem

A GDM problem is defined as a decision situation where a finite set of experts,
E ={e1,...,em} (m >=2), express their preferences over a finite set of alter-
natives, X = {z1,...,2,}, (n >= 2) to obtain a solution set of alternatives for
the decision problem [7]. Usually, each expert, e, provides her/his preferences
on X by means of a preference relation P*, ppr : X x X — D,

PP,
pr—| .

nk s
Pn1 - Pon

where each assessment, ppr(z;,2;) = pf‘ﬂ represents the degree of preference of
the alternative x; over x; according to expert ey.

Usually, GDM problems have been solved performing a selection process where
experts obtain the best alternative from their preferences [13]. The selection
process consists of two phases (see Fig.1).

— Aggregation phase: the experts preferences are aggregated to obtain a collec-
tive preference matrix that reflects the preferences provided by all experts.

— Ezploitation phase: it selects the best alternative/s to solve the decision
problem by ranking the collective preferences obtained in the previous phase
by using a choice function [3].
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Fig. 1. General schema of a group decision making problem

2.2 Fuzzy Linguistic Approach

The fuzzy linguistic approach [18] represents qualitative settings by means of
linguistic variables. The concept of linguistic variable was introduced by Zadeh
[18] as “a variable whose values are not numbers but words or sentences in a
natural or artificial language”. To model linguistically the information is neces-
sary to choose the appropriate linguistic descriptors for the linguistic term set
and their semantics. To do so, there are different possibilities [16]. We will use
one of them that consists of applying directly the term set by considering all the
terms distributed on a scale that has an order defined [16]. In these cases, it is
required that in the linguistic term set there are the following operators:

1. Negation: Neg(s;) = s; with j = g-i (g+1 is the granularity of the term set).
2. Maximization: Max(s;, s;) = s; if 5; > s;.
3. Minimization: Min(s;, s;) = s; if s; < s;.

The semantics of the terms is represented by fuzzy numbers defined in the in-
terval [0,1], described by membership functions [1].

We aforementioned that the use of linguistic information implies processes of
CWW. To perform these computations in the fuzzy linguistic approach appeared
two classical computational models:

— Semantic model that computes with linguistic terms by means of operations
associated to their membership functions based on the Extension Principle

(2].
— Symbolic model that uses the ordered structure of the linguistic terms to
operate [16].

Symbolic models have been widely used in decision making because of their
simplicity and understandability. In this contribution, we will use a symbolic
model in the proposal for the GDM model.

3 Elicitation of Comparative Linguistic Terms

Our interest is focused on GDM problems under uncertainty where decision
makers may hesitate among different values to assess qualitative settings. To
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manage such a situation, we propose the use of comparative linguistic terms
represented by HFLTS. In [12] Rodriguez et al. defined the following context-
free grammar to generate expressions with comparative linguistic terms.

Definition 1. [12] Let Gy be a context-free grammar and S = {so,...,sq4} a
linguistic term set. The elements of Gy = (Vy, Vr, I, P) are defined as follows:

Vn = {{primary term), (composite term), (unary relation), (binary relation),
(conjunction)}

Vr = {lower than, greater than,between, and, so, s1,. .., 54}

IeVy

The production rules are defined in an extended Backus Naur Form so that the
brackets enclose optional elements and the symbol | indicates alternative elements
[1]. For the context-free grammar, Gy, the production rules are the following:

P = {I == (primary term)|(composite term)

(composite term) ::= (unary relation)(primary term)|{binary relation)
(primary term)|(conjunction)(primary term)

(primary term) == sg|s1|...|sq

(unary relation) lower than|greater than

(binary relation) ::= between

(conjunction) ::= and}

These linguistic expressions are represented by HFLTS.

Definition 2. [12] An HFLTS, Hg, is an ordered finite subset of consecutive
linguistic terms of S, where S = {so,...,s4} is a linguistic term set.

For example, let S = {nothing, very_low, low, medium, high, very_high, per fect}
be a linguistic term set and X an alternative, an HFLTS might be:

Hg(X) = {high,very_high,per fect}

To obtain HFLT'S from the comparative linguistic terms generated by the context-
free grammar G, was defined the transformation function E¢,, .

Definition 3. [12] Let E¢,, be a function that transforms linguistic expressions,
ll, obtained by Gp, into HFLTS, Hg, where S is the linguistic term set used by
G[—[.

EGH :S”*)HS (1)

In decision making is often to carry out comparisons between values. The com-
parison between two HFLTS is complex, because an HFLTS is a set of linguistic
terms. Therefore, to compare two HFLTS was introduced the concept of envelope
of an HFLTS.

Definition 4. [12] The envelope of a HFLTS, env(Hg), is a linguistic interval
whose limits are obtained by means of upper bound (max) and lower bound

(min):
env(Hs) = [Hg-, Hg+], Hg- < Hg+ (2)
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where
Hg+ = max(s;) = 55, 5; € Hs and s; < s Vi and
Hg- =min(s;) = sj, s; € Hg and s; > s; Vi

Following the previous example, Hg(X) = {high, very_high, per fect}, its en-
velope is:
env(Hg) = [high, per fect]

Once obtained the envelopes of HFLTS, the comparison is conducted by interval
values. Different approaches can be applied to carry out such comparison [12].
More operations with HFLTS and properties can be found in [12].

4 Linguistic Group Decision Making Model Dealing with
Comparative Linguistic Terms

The aim of this contribution is to propose a linguistic GDM model that copes
with hesitant situations in qualitative settings in which decision makers provide
linguistic information by means of single linguistic terms or comparative linguis-
tic terms. This model based on the classical symbolic model uses the indexes of
the linguistic term set to operate across the decision making process. It extends
the decision resolution scheme shown in Fig. 1 adding a phase to manage lin-
guistic information by means of HFLTS. It consists mainly of three phases (see
Fig. 2):

&—@)—

linguistic preference HFLTS

riaion
a >( $) > [Civery_high, perfect) (=) -) (EZ“ s
() - !
— | )N, | | ) e | —
lnguiStcpreference HELTS & /™ Gollctive 4 05 = <& Solution
. Tofation ) proforence Possiilty
‘elation dogroe marix

36—
LTS
relation Transformation into HFLTS

Aggregation Exploitation

Fig. 2. Scheme of the linguistic group decision making model

1. Transformation of the comparative linguistic terms preference relations into
HFLTS
Experts provide their preference relation, P*, by using single linguistic terms
or comparative linguistic terms, ppr : X x X — Sy,

P ok,

k k
Ppi -+ Pnn
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where each assessment pi‘] € Sy, represents the preference degree of the al-

ternative x; over x; according to expert e, expressed in the information

domain Sy;. To solve the GDM problem the comparative linguistic terms

are transformed into HFLTS by means of the transformation function Eq, .

Afterwards, it is computed an envelope for each HFLTS that obtains a lin-

guistic interval that will be used to aggregate the preferences provided by
experts, env(Hs (o) = 5, 2l

piv.pif] - [Pl pin ]

P=|: - :

[onroht] - [Pk ok

2. Aggregation of the preference relations represented by linguistic intervals
The linguistic intervals are aggregated to obtain a collective preference rela-
tion Pc. We use the LOWA aggregation operator [4] to aggregate the right
limits, pff, and the left limits, pf; of the intervals.

[pr1.phh] - [Pis P
Po=]: . :

r1s2i] - [P i)

where ¢,j € {1,...,n} and n is the number of alternatives.
3. Exploitation phase

Once the linguistic intervals have been aggregated, the set of alternatives is

ordered to select the best one/s. To do so, we use the approach proposed by

Jiang [6] that deals with interval preference relations and obtains a ranking of

alternatives based on numerical possibility degrees according to the following

steps:

(a) Firstly, it is calculated the mean preference relation Po = (Jj;)nxn, and
the error matrix 6 = (5ij)nx,,,7 that represents the mean distance of the
limits of the intervals of P,

pij = 5(pi; + 1) (3)

N = N =

(v —vi7) (4)

where i,j € {1,2,...,n}

Remark 1. We note that to deal with linguistic intervals symbolically,
these functions are adapted, so p;; = %(md(p;) + ind(p;;))» 0ij =
%(md(p,t) —ind(p;)); ind(s;) = i.

Afterwards, it is used the error propagation principle [17] to obtain the
priority vector w = (w1, ..., w,) of the mean preference relation, Pc.

—
o
=
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Oy Y]
W = ————————
n(n —1)
It is calculated an error vector Aw = (Awy, ..., Aw,) of w due to the
imprecise values of p;;, by using the following function.

i=1,2...n (5)

1

Aw; = n(n—1)

n
Zafj, i=1,2,...,n (6)
j=1

And thus it is got the priority vector w = (wy, ... 7wn)T of the collective
matrix, P, where w; = [w; — Aw;, w; + Aw;], i=1,...,n.

To rank these interval weights w;(i = 1,...,n), each w; is compared
with all w; by using the possibility degree function, and it is then built
a possibility degree matrix PD = (pdi;)nxn-

min(2(Aw; + Aw;), maz(w; + Aw; — (w; — Aw;),0))

2(Aw; + Aw;) ™

A non-dominance choice degree is applied to the possibility degrees to
obtain the solution set of alternatives. To do so, the possibility degrees
of the alternatives pd;;, are summed by rows, and they are ranked in a
descending order.

pdi= pdij i=1,...,n ®)
j=1

Finally, the alternatives are ordered according to pd; and then the best
alternative is selected.

5 Illustrative Example

Here, we present a GDM problem solved by the proposed GDM model.

Let a GDM problem be defined in qualitative settings where a set of ex-
perts, E = {e1,e2,e3}, provide their preferences over a set of alternatives,
X = {z1,x2, 23,24 }. Experts provide their preferences by using the comparative
linguistic terms generated by the context-free grammar G, (see Def. 1). Such
linguistic expressions are represented by HFLTS. The linguistic term set used for
the context-free grammar is S = {nothing(n), very_low(vl), low(l), medium(m),
high(h),very_high(vh), per fect(p)} and the preference relations provided by the
experts are the following ones:

less than h — more than vh

— less than vl vh more than h
pt — | more than vl - between h and vh less than m
- l
less than vh more than h less than m -
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- less than m  more than h  between vl and |
P2 — (more than h - h vl )
— | less than vh l - more than vh
less than | vh between vh and p -

less than | less than vh — vh

— more than h between vl and 1 h
p? — less than vh - more than m more than h
1 less than vh vl -

According to the Fig. 2, the GDM process consists of:

1. Transformation of the comparative linguistic terms preference relations into
HFLTS
The linguistic preference relations provided by the experts are transformed
into HFLTS by means of the transformation function Eg,,:

— {n,vl} {vh} {h,vh,p}
pl— ((vlyl,m,h,vh-,p} - {h,vh} {n,ul,l,m})
- l {n,vl,l,m,h - {vh,p}
{n,vl,l,m,h,vh} {h,vh,p} {n,vl,l,m} —

{n,vl,1,m} {h,vh,p} {vl,1}
- {n} {vl} )

p2_ ( (h, b, p}
{n,vl,1, m, h,vh} { - {vh, p}
{n, i, 1} {vh} {vh,p}  —

- {h,vh,p} {vl, 1} {h}
pé— ({n,vl,l,m, h,vh} — {m,h,vh,p} {h,vh,p})
- {n,vl, 1} {n,vl,l,m, h,vh} {vh}

{1}

{n,vl,l,m, h,vh} {vl} —

The envelopes obtained for each HFLTS are the following ones:

= [n,vl] [vh,vh] [h,p] = [nm] [hp] [vl1]
pro | Bupl = okl [neml | e _ [ el = [AA] [l

L [n, k] = = [vh,p] [n,vh] [1,1] — [vh,p]

nvh] [hp] [n,m]  — ] [vh,vh] [vh,p] -

[n]] [n,vh] —  [vh,vh]
[L1]  [n,vh] [vl,vI] -

—  [h,p] [w,1] [k, h]
P ([u,vh] - [m,p] [hp] )
2. Aggregation of the preference relations represented by linguistic intervals
The linguistic intervals are aggregated by using the LOWA operator to obtain
the collective preferences matrix,

o [vl, m] [?h mi,] ['[m,,'u’ii]
— P - 2P m,
Po = ([[vl,h] Wwhh]  — [oh,p] )

vlm] [h,p] [l,m]
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3. Exploitation phase
Once obtained the collective preferences from experts, it is used the approach
proposed by Jiang [6] to obtain the solution set of alternatives.
a) Mean preference relation Pc, and error-matrix d, of the collective pref-
erence relation Pg:

~ 2454 ~ 105 1

_ 4 = 535 2 - 105

Po = (2.5 25 — 5.5)‘5* (1.5 15 — 0.5)
2 5 2.5 — 1105 -

b) Priority vector @, and error vector Aw:

w = (0.958,1.125,0.958, 0.875)
Aw = (0.125,0.191,0.182,0.125)
¢) Possibility degree matrix PD:
— 0.236 0.5 0.667
o (%o T
0.333 0.104 0.364 —

d) Finally a dominance choice degree is applied over the possibility degree
of the alternatives

pdi =1.403 pdy =2.382 pds =1.411 pdy = 0.801
and then the ranking of the alternatives is:
XTo > X3 > T1 > X4,

being the best alternative of the GDM problem, Xa.

6 Conclusions

GDM is a key area in many different fields such that decision makers may face
situations in which they hesitate among several linguistic terms to provide their
preferences. In this contribution, we have presented a linguistic GDM model ca-
pable to deal with HFLTS, that facilitates the elicitation of hesitant information
to decision makers.

Acknowledgments. This work is partially supported by the Research Project
TIN-2009-08286 and FEDER funds.
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Abstract

The complexity and impact of many real world decision making problems
lead to the necessity of considering multiple points of view, building group
decision making problems in which a group of experts provide their prefer-
ences to achieve a solution. In such complex problems uncertainty is often
present and although the use of linguistic information has provided success-
ful results in managing it, these are sometimes limited because the linguistic
models use single-valued and predefined terms that restrict the richness of
freely eliciting the preferences of the experts. Usually, experts may doubt
between different linguistic terms and require richer expressions to express
their knowledge more accurately. However, linguistic group decision making
approaches do not provide any model to make more flexible the elicitation of
linguistic preferences in such hesitant situations. In this paper is proposed a
new linguistic group decision model that facilitates the elicitation of flexible
and rich linguistic expressions, in particular through the use of comparative
linguistic expressions, close to human beings’ cognitive models for express-
ing linguistic preferences based on hesitant fuzzy linguistic term sets and
context-free grammars. This model defines the group decision process and
the necessary operators and tools to manage such linguistic expressions.

Keywords: Group decision making, hesitant fuzzy linguistic term set,
comparative linguistic expressions, linguistic interval, context-free grammar.
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1. Introduction

Decision making is a usual process for human beings and companies in
different areas such as information retrieval [4], selection [8], evaluation [9],
investment [17], planning [36], etc. The complexity and importance of real
world decision problems make the inclusion of multiple points of view neces-
sary, in order to achieve a solution from the knowledge provided by a group
of experts. In group decision making (GDM) complexity is often caused
by the uncertainty surrounding the alternatives and the experts’” knowledge.
Much research has been developed on GDM problems [18, 30, 31], being one
of the main topics, the managing and modelling of uncertainty by different
forms of information, used by experts to provide their preferences, such as
utility vectors [5], fuzzy preference relations [21], linguistic variables [14], in-
terval values [15], multiplicative preference relations [6], hesitant fuzzy set
[39], etc. Our research deals with GDM problems defined in linguistic con-
texts because the use of linguistic information by experts is quite common
in problems with a high degree of uncertainty [24] and has provided reliable
and successful results in different GDM problems [1, 43].

In spite of previous results obtained by linguistic approaches in decision
making, different authors have pointed out some necessary improvements of
such approaches [20, 37]:

e Most linguistic decision approaches deal with linguistic terms defined a
priori, preventing other choices to express preferences in a richer way.

e Additionally, experts are restricted to providing their preferences by
use of just one term, which may not always reflect exactly what they
mean.

To cope with previous issues, different proposals have been introduced in
the literature. Wang and Hao [40] proposed the use of proportional linguistic
2-tuple that provides the possibility of using proportions of two consecutive
linguistic terms. Ma et al. [20] developed another model to increase the
flexibility of linguistic preference expressions by joining different single terms
in a new synthesized term, without any fixed rule for such a conversion,
which is used by a fuzzy model and with measures of consistency and deter-
minacy. Also Tang et al. [37] introduced a linguistic model that is able to
manage linguistic expressions built by logical connectives (=, V, A, —) and
fuzzy relations that measure the similarity between any two linguistic terms.
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Previous models provide a way of expressing richer expressions than single
linguistic terms but they are either far away of common language used by
experts in GDM problems or are not systematically defined. Furthermore,
these models have been applied to multi-criteria decision making problems
in which experts express their preferences by means of preference vectors.

The use of hesitant fuzzy linguistic term sets (HFLTS) [33] improves
the previous linguistic approaches [20, 37, 40] in their aim of achieving the
previous improvements pointed out. Because it provides experts a greater
flexibility in eliciting linguistic preferences through the use of context-free
grammars that fix the rules to build flexible linguistic expressions to express
preferences, in particular it allows the use of comparative linguistic expres-
sions. However, the application of a linguistic modelling to GDM is not
straightforward, as can be seen from previous approaches which have not
been applied to GDM problems yet. Such difficulty derives from the use of
linguistic preference relations to manage experts’ preferences.

Therefore, in this paper we present a new linguistic GDM model to achieve
these improvements. It deals with comparative linguistic expressions that are
similar to those used by experts in real world decision making problems based
on HFLTS and context-free grammars, which support experts’ preference
elicitation in uncertain group decision making situations in which they require
rich expressions in order to be able to express their preferences even when
they hesitate among different terms.

This novel GDM model extends the classical GDM solving process scheme
[34], based on an Aggregation phase that combines the experts’ preferences,
and an Ezploitation phase that obtains a solution set of alternatives for the
GDM problem. This is achieved by adding phases that manage the gather-
ing of comparative linguistic expressions, their transformation into linguistic
intervals modelled by HFLTS, and the necessary tools to accomplish the pro-
cesses of computing with words (CWW) [25, 26] in a simple and accurate
way.

The remainder of the paper is structured as follows: Section 2 reviews
the scheme of a GDM problem and makes a brief introduction to the fuzzy
linguistic approach and the 2-tuple linguistic representation model used for
carrying out the processes of CWW in the linguistic decision solving process.
Section 3 deals with the elicitation of linguistic expressions based on hesitant
fuzzy linguistic term sets and context-free grammars. Section 4 presents a
novel GDM model dealing with comparative linguistic expressions and Sec-
tion 5 solves a GDM problem by using the proposed model. Finally, some
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conclusions are pointed out.

2. Linguistic Group Decision Making and Computing with Words

The aim of this paper is to introduce a linguistic group decision making
model capable of dealing with comparative linguistic expressions as pref-
erence assessments in hesitant decision situations. Before presenting this
model, in this section we briefly review some basic concepts regarding GDM,
linguistic information and computing with words, which are necessary to
understand our proposal.

2.1. Group decision making

Group decision making is defined as a decision situation where two or
more experts, who have their own knowledge and attitudes regarding the
decision problem, take part and provide their preferences to reach a collective
decision [18]. The need for multiple views is quite common in complex and
in organizational decision situations [2, 7, 19, 35].

A GDM solving process applies a selection process to achieve a collective
solution that obtains the best alternative or subset of alternatives accord-
ing to experts’ preferences. However, sometimes the aim of GDM is not to
achieve the best solution, but rather to reach a satisfactory solution for all
experts involved. In the latter situation, differences among experts are set-
tled by negotiation, namely consensus reaching processes [28, 30]. This paper
focuses on selection processes for GDM, because they are always necessary,
even for obtaining satisfactory solutions after the negotiation process, whose
necessity is problem dependent.

Formally, a GDM problem is defined as a decision situation in which two
or more experts, F = {e1,...,e,} (m > 2), express their preferences over
a finite set of alternatives, X = {z1,...,2,} (n > 2), to obtain a solution
set of alternatives for the decision problem [16]. Usually, each expert e,
provides her/his preferences on X by means of a preference relation P¥, jipx
XxX —D:

p’fl R plfn

Pk= : - :

p”le ce pl;m
where each assessment, ppr(z;, z;) = pfj, represents the degree of preference
of the alternative z; over x; according to expert e;. The comparison of two
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alternatives characterized by preference relations has been focus of interest
and deeply researched in the literature [10, 29].

Typically, a selection process for GDM [34] consists of two main phases
(see Fig. 1).

Group Decision Making

E preference Aggregatlon

relation

& (‘9 <4>g ><a=>»(|- )

relation collective

preferences

preference
relation

Figure 1: General schema of a group decision making problem.

e Aggregation phase: this combines the experts’ preference relations by
using aggregation operators to obtain a collective preference matrix,
which represents the preferences provided by all experts participating
in the decision problem.

e FEzxploitation phase: this selects the best alternative(s) to solve the de-
cision problem from the collective preferences obtained in the previous
phase. To do so, it may use a choice function that assigns a choice
degree for each alternative [11].

2.2. Linguistic information

Many aspects of different activities in the real world cannot be assessed
in a quantitative form, but rather in a qualitative one, and thus, the use of a
linguistic approach is necessary. A common approach to model the linguistic
information is the fuzzy linguistic approach [46], which uses the fuzzy sets
theory [45] to model the linguistic information. The fuzzy linguistic approach
represents qualitative aspects as linguistic values by means of linguistic vari-
ables. In order to model linguistically the information, we have to choose
the appropriate linguistic descriptors for the linguistic term set and their se-
mantics. There are different approaches to such selections [12, 22]. We will
use one that consists of supplying the term set directly, by considering all
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the terms distributed over a scale with a defined order [44]. For example, a
set of seven terms S, could be:

S = {neither,very low, low, medium, high, very high, absolute}

The semantics of the terms are represented by fuzzy numbers defined in
the interval [0,1], described by membership functions [38].

Because of our goal is to present a GDM model in which experts use
linguistic expressions to provide their preferences over the set of alternatives,
the general scheme of a GDM problem shown in Fig. 1 should be extended
to manage linguistic information. According to Herrera and Herrera-Viedma
in [12], the solution scheme of a linguistic decision making problem should
be formed by the following steps (see Fig. 2):

Linguistic Group Decision Making
Definition of semantics
and syntax
7‘ Selection of the best alternatives

—— n
Exploitation

linguistic preference

linguistic préference| linguistic information

. gl Collective

relation preference
relation

Aggregation

) =)&)
& () oo (__S.') ) ) — (&8
B =

linguistic preference
relation

Figure 2: Schema of a group decision making problem by using linguistic information.

e The choice of the linguistic term set with its semantics. This estab-
lishes the linguistic descriptors that the experts will use to provide
their preferences about the alternatives regarding their knowledge and
experience.

e The choice of an aggregation operator for linguistic information. A lin-
guistic aggregation operator is chosen to aggregate the linguistic pref-
erences provided by experts.

e Selection of the best alternative(s). This consists of selecting the best
alternative or subset of alternatives. It is carried out by following the
general scheme with two phases shown in Fig. 1.
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Experts provide linguistic information, therefore it is necessary to apply
processes of CWW in the aggregation phase by using linguistic computing
models [13, 40, 42]. In our proposal, we will use the 2-tuple linguistic rep-
resentation model introduced by Herrera and Martinez in [13] because of its
precision, simplicity and interpretability in the computations with linguistic
information in the aggregation phase [32].

The 2-tuple linguistic representation model extends the fuzzy linguistic
approach for modelling linguistic information by introducing a new parameter
called symbolic translation.

Definition 1. [13, 23] The symbolic translation is a numerical value as-
sessed in [—0.5,0.5) that supports the “difference of information” between a
counting of information B assessed in the interval of granularity [0, g] of the
term set S and the closest value in {0, ..., g} which indicates the index of
the closest linguistic term in S.

This concept was used to develop a linguistic representation model that
represents the linguistic information by means of 2-tuples (s;, @), s; € S, and
; € [—05,05)

This representation model defines a set of functions to facilitate compu-
tational processes with 2-tuples [13].

Definition 2. [13, 23] Let S = {so,...,s,} be a set of linguistic terms. The
2-tuple set associated with S is defined as (S) = S x [—-0.5,0.5). We define
the function A : [0, g] — (S) given by

. i = round (f3),
A(B) = (s4, ), with { a=p_i (8) (1)
where round assigns to [ the integer number i € {0,..., g} closest to 5.

Remark 1. A is a bijective function [13] and A~ : (S) — [0, g] is defined
by A7l(ss,a) =i+ a.

Remark 2. The conversion between a linguistic term into a linguistic 2-
tuple consists of adding a value 0 as symbolic translation, s; € S = (s;,0).

Let us suppose a symbolic aggregation operation over labels assessed in
S = {neither,very low, low, medium, high, very high, absolute} that obtains

7
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(high, .25)
neither very low low medium high /9 very high absolute

Figure 3: A 2-tuple linguistic representation.

as result § = 4.25, then the representation of this information by means of a
2-tuple is shown in Fig. 3.

The linguistic 2-tuple model has defined a computational model based on
the functions A and A~! and defines a negation operator, several aggregation
functions and the comparison between two 2-tuples [13].

3. Eliciting linguistic information in hesitant situations in decision
making: The use of flexible linguistic expressions

Usually experts involved in GDM problems defined in linguistic frame-
works use single values to provide their preferences. For example, let’s sup-
pose a group of experts on literature £ = {617 .. .,em} has to express its
preferences on several books X = {book_A, book_B, book_C} in order that
one of them will be published (see Fig. 4), by using the linguistic term set
S, to provide the degree of preference between every two alternatives:

S = {neither,very low, low, medium, high,very high, absolute}
Expert e; could provide the following preference relation:

— high  wvery high
Pl = | medium — high
low very low —

with pls, the degree of preference for book A over book_C being very high.
Nevertheless, when experts face decision situations in which there is a high
degree of uncertainty, they often hesitate among different linguistic terms
and would like to use more complex linguistic expressions, which cannot be
expressed through the building of classical linguistic approaches.
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Figure 4: Select a book to publish.

Such a limitation in the expression of linguistic preferences in hesitant
situations is due to the use of linguistic terms defined a priori, and because
most linguistic approaches model the information by using just one linguistic
term. To overcome this, different proposals [20, 37, 40] provide more flexible
and richer expressions which can include more than one linguistic term:

e Tang and Zheng introduced in [37] a linguistic approach that allows the
construction of linguistic expressions from a set of linguistic terms S,
by using logical connectives (V, A, -, — ), whose semantics are repre-
sented by fuzzy relations that describe the degree of similarity between
linguistic terms. The set of all linguistic expressions is denoted as LE
and recursively defined as:

1. Lie LEfori=1,...,n
2.if 0,9 € LE then —0,0V ¢,0 N p,0 — ¢ € LE

Examples of linguistic expressions in LE generated from S could be:
—high V medium
medium A high

e Wang and Hao proposed in [40] a linguistic modelling based on the
proportions of two consecutive linguistic terms represented by 2-tuples
to express linguistic expressions. A proportional 2-tuple value has a
linguistic term in each 2-tuple that represents the linguistic information
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and a numerical value that represents its proportion in the linguistic
expression.
Examples of linguistic expressions based on proportional 2-tuples in S
are:

{(high,0.25), (very high,0.75)}

{(low, 0.37), (medium, 0.63) }

e Ma et al. developed in [20] a model to increase the flexibility of linguis-
tic expressions by using multiple linguistic terms that are integrated
in synthesized comments. There is no rule to fix the syntax of such
synthesized comments obtained from multiple terms.

Table 1: Synthesized comments.

neither | very low | low | medium | high | very high | absolute || Comment
0 0 1 1 0 0 0 Commonly
0 0 0 0 0 1 1 Excellent

Because of the use of several linguistic terms in the synthesized terms,
the computations on them are based on a fuzzy model and measures
of determinacy and consistency of the linguistic terms.

Notwithstanding the fact that the previous approaches provide a higher
flexibility with which to express linguistic expressions in hesitant decision
situations, none of them is close to human beings’ cognitive models or pro-
vide suitable expressions for linguistic preferences in GDM. This may be the
reason none have been applied to GDM problems.

Here, we consider another possibility for generating more elaborate lin-
guistic expressions that consists of using a context-free grammar [3]. Rodriguez
et al. show in [33] how to generate comparative linguistic expressions by using
a context-free grammar. Depending on the specific problem, the context-free
grammar can generate different linguistic expressions. Given that our aim is
to deal with hesitant situations in GDM, we have considered a similar but
extended context-free grammar to that defined in [33], because it may gen-
erate comparative linguistic expressions similar to the expressions used by
experts in GDM problems.

10
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Definition 3. Let Gy be a context-free grammar and S = {so,...,s4} a
linguistic term set. The elements of Gy = (Vy,Vr,I,P) are defined as
follows:

Vn = {{primary term), (composite term), (unary relation), {binary relation),
(conjunction)}

Vi = {lower than, greater than, at least, at most, between, and, so, S1, . .., S¢}

lIeVy

The production rules are defined in an extended Backus Naur Form so that
the brackets enclose optional elements and the symbol | indicates alternative
elements [3]. For the context-free grammar, Gy, the production rules are as

follows:

P = {I ::= (primary term)|{composite term)

(composite term) ::= (unary relation) (primary term)| (binary relation)
(primary term){conjunction)(primary term)

(primary term) = so|s1|...|s,

(unary relation) ::= lower than|greater than|at least|at most

(binary relation) ::= between

(conjunction) ::= and}

Remark 3. The unary relations “at least” and “at most” might be equivalent
to the relations “greater or equal to” and “lower or equal to”.

The expressions produced by the context-free grammar G, may be either
single valued linguistic terms s; € S, or comparative linguistic expressions.
Both types of expressions define the expression domain generated by Gy and
this is noted as 9.

By using the previous grammar G, the expert e; may elicit their prefer-
ences about the books by means of comparative linguistic expressions closer
to those used by human beings, such as:

- between high and very high wvery high
Pt = | at most low - high
at most low  between very low and low -

These comparative linguistic expressions generated by G, can not be
directly used for CWW, therefore in [33] a transformation function was pro-
posed to transform them into HFLTS.

Definition 4. [33/ An HFLTS, Hg, is an ordered finite subset of consecutive
linguistic terms of S, where S = {so,...,s,} is a linguistic term set.

11
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For example, let S = {neither, very low,low, medium, high, very high,
absolute} be a linguistic term set and ¢ a linguistic variable, an HFLTS could
be,

Hgs(0) = {high,very high, absolute}

The comparative linguistic expressions are transformed into HFLTS by
means of the transformation function Eg,,. These transformations depend
on of the comparative linguistic expressions generated by Gp.

Definition 5. Let E¢,, be a function that transforms linguistic expressions,
ll € Sy, obtained by using Gy, into HFLTS, Hg. S is the linguistic term set
used by Gy and Sy is the expression domain generated by G :

EGH : Sll — HS

The comparative linguistic expressions generated by Gy using the pro-
duction rules are converted into HFLTS by means of the following transfor-
mations:

[ ] EGH Sz) = {SilSi S S}

o at most s;) = {s;|s; € S and s; < s;}

H

¢ (lower than s;) = {s;|s; € S and s; < s;}

at least s;) = {sj|s; € S and s; > s;}

H

,(greater than s;) = {s;|s; € S and s; > s;}

(
an(
an(
an
(
(

e Eg, (between s; and s;) = {s|s € S and s; < s, < s;}

Therefore, the previous comparative linguistic expressions provided by
the expert e; over the books are transformed into HFLTS as follows:

— {high,very high} {very high}
P! = | {neither,very low,low} {hzgh}
{neither,very low,low} {very low, low}

In order to facilitate the computations with HFLTS, the concept of an
envelope of an HFLTS was introduced, the definition of which is:

12
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Definition 6. [33] The envelope of an HFLTS, env(Hg), is a linguistic in-
terval whose limits are obtained by means of its upper bound (max) and its
lower bound (min):

env(Hs) = [Hg-, Hg+], Hs- < Hg+

where the upper bound and lower bound of Hg are defined as:
Hg+ = max(s;) = s;, s; € Hg and s; < s5; Vi
Hg- =min(s;) = s;, s; € Hg and s; > s; Vi
The CWW processes are carried out by using these linguistic intervals.

4. A group decision making model dealing with comparative lin-
guistic expressions

In this section, it is presented a novel GDM model capable of dealing
either with single linguistic terms or with comparative linguistic expressions,
based on context-free grammars and HFLTS, which facilitate the elicitation
of linguistic information in group decision problems dealing with hesitant
situations. Once the model has been presented, it will be described an algo-
rithm to solve GDM problems by applying such a model.

4.1. Hesitant linguistic group decision making model

This model considers that experts involved in the problem can use sin-
gle linguistic terms or comparative linguistic expressions generated by the
context-free grammar Gy, to express their preferences according to their
needs.

The use of comparative linguistic expressions and HFLTS implies that the
proposed model extends and modifies the linguistic solving scheme shown in
Fig. 2 as follows (see Fig. 5):

1. Definition of semantics, syntax and context-free grammar: this phase
is modified from Fig. 2 in order to include the definition of the context-
free grammar Gy, to generate the comparative linguistic expressions.

2. Transformation into linguistic intervals: this new phase is necessary to
manage the comparative linguistic expressions by HFLTS.

3. Choice of aggregation operator: this is similar to the scheme in Fig. 2,
but the operators operate on linguistic intervals.

13
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Figure 5: Scheme of the proposed group decision making model.

4. Selection process: this obtains the best alternative or set of alternatives
according to the preferences provided by experts.

In the following subsections, previous phases are described in further

detail.

4.1.1. Definition of semantics, syntax and context-free grammar

As it was revised in section 2.2 and according to [12], the use of linguistic
information in decision making implies establishing the linguistic descriptors
that will be used by the experts to provide their preferences.

However, the use of comparative linguistic expressions and HFLTS makes
the extension of this phase, and the inclusion of the definition of the context-
free grammar Gy, which generates comparative linguistic expressions used
by experts to provide their preferences in the GDM problem, necessary.

The context-free grammar Gy is problem dependent, but for GDM prob-
lems, that presented in Def. 3 provides a good basis because the comparative
linguistic expressions obtained are suitable for expressing linguistic prefer-

ences in preference relations.

4.1.2. Transformation of the linguistic expressions into linguistic intervals

In this phase the linguistic expressions of the preference relations provided
by experts are transformed into linguistic intervals to facilitate the processes

of CWW in the selection phase.

To do so,

14

once the linguistic descriptors




B. English Summary 241

have been selected and their semantics defined, the experts taking part in
the GDM problem provide their preference relations P*, k& € {1,...,m},
by using single linguistic terms or comparative linguistic expressions, ppx :
X xX — Slli

plfl cet p’f’ﬂr

ph— —_— .

pl:;l R pfm
in which each assessment pfj € Sy, represents the preference degree of the
alternative x; over x; according to expert e,. These preferences are expressed
in the expression domain Sj;, generated by Gy, to facilitate the elicitation of
linguistic expressions.

It is necessary to transform both types of terms into HFLTS for carrying
out the processes of CWW in the selection phase (see Fig. 5). Hence, the
elicited preferences are transformed into HFLTS by means of the transfor-
mation function Eg,,, which must be defined in this phase. Similarly to the
previous phase, the transformation function introduced in Def. 5 provides
an initial basis for GDM problems:

Eq, (pf;) = Hs(pf))
where 7,7 € {1,...,n} and n is the number of alternatives.
To carry out the computations in the selection phase, according to the
computing model defined for HFLTS, the envelope for each HFLTS that will
be used to aggregate the preferences provided by experts is obtained:

env(Hs(pl) = [Pl Pl
Therefore, the preference relations provided by experts are represented by
linguistic intervals as follows:
k— & k—
[Pu ~,P11+] cee [pln 7101:[]
Pk = : - :
k— & -
[pnl /pn;r] e [piiﬂﬁpfl;]
4.1.83. Choice of an aggregation operator for linguistic intervals
Similarly to [12], in this case, a suitable aggregation operator will be
selected to deal with linguistic intervals obtained in the previous phase.

This choice is problem dependent and usually one or more aggregation
operators are necessary to obtain a solution to the GDM problem.

15
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4.1.4. Selection of the best alternative(s)

The selection process looks for the solution set of alternatives for the
GDM problem. It follows the scheme presented in Fig. 5 composed of two
steps that are further detailed below.

1. Aggregation of the preference relations represented by linguistic inter-
vals.
So far, the elicited preferences of experts have been modelled by lin-
guistic intervals. In the aggregation step, such preferences will be ag-
gregated by the operators selected previously to obtain a collective
preference for each alternative.
Taking advantage of the linguistic intervals, this model interprets those
preferences from two points of view in hesitant situations, with the
lower value of the envelope being the pessimistic perception and the
greater value the optimistic perception. A double aggregation process
is carried out keeping initially both perceptions apart (see Fig. 6).

Aggregation 1 Aggregation 2

linguistic preference
relations

fmmmmmmm e,
pessimistic collective
preference

(C))

1
! i
! i
! i
i
' i
i H !

(:5) ! | T vector o ntonvats
! optimistic collective | :> \ 1

R | ! i D EEEEE
i

i H !
! i 1 i
| | !
! i
! i
! ]

R preference
G

Figure 6: Scheme of the aggregation process.

i) Pessimistic/optimistic collective preference relations.

It is necessary to choose a linguistic aggregation operator ¢, which
will depend on the problem. Such an operator will be used to
aggregate separately the right and left limits of the linguistic in-
tervals, obtaining two collective preference relations PJ and P,
which represent the collective optimistic and pessimistic percep-
tions of the aggregated preferences, respectively. These collective
preferences are represented by 2-tuple linguistic values.

16
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(s @)y o (sm @), (5@ o (5m T
P = S : Pg = : :
(8r, 0‘):1 s (sma)d, (8rs@)py oo (87,0 0n
(sr, ) = Alp(A7'(p1)) VR e{l,...,m} (2)
(sr )i = Alp(AT' (7)) VEe{1,...,m} (3)

being i,j € {1,...,n} and s, € S = {sg,..., Sy}
ii) Collective linguistic interval vector.

A collective linguistic interval for each alternative z;, is computed.
To obtain such an interval, the collective linguistic preferences
based on perceptions P and P; are aggregated by using an ag-
gregation operator ¢, which may or may not be the same as ¢.
The results obtained by these computations are the optimistic p;,
and pessimistic p; , collective preferences for each alternative x;:

P = AGAT (s, 0)f) Vi€ (L.} ()

pi = AG(A (s 0)) Vi€l n} (5)

A collective linguistic interval is then built for each alternative
x;, obtaining a vector of intervals of collective preferences for the
alternatives:

VE= @l (6)
where pf* = [p;,p] and i € {1,...,n}.
2. Exploitation.

In the exploitation step, the vector of collective linguistic intervals for
the alternatives is used to obtain a ranking of alternatives and to select
the best one(s) as the solution to the GDM problem. There are different
approaches to ordering the alternatives [15, 27, 41]. We will use the
approach proposed by Wang et al. in [41] because it allows a ranking

17
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of alternatives to be obtained by using intervals. Such an approach
builds a preference relation between alternatives by using the following
definition:

Definition 7. [41] Let A = [a1,a2] and B = [by,bs] be two interval
utilities, the preference degree of A over B (or A > B) is defined as:

maz (0, a; — by) —maz(0, a; — by)
((12 — (11) + (bz - bl) (7)

and the preference degree of B over A (or B > A) as:

P(A>B) =

maz(0,by — a1) — max(0,b; — as) (8)
((12 — (ll) + (bg - bl)

Note that P(A < B)+ P(B > A) =1 and P(A> B)=P(B > A) =

0.5 when A = B, i.e. a1 = by and as = by.

Definition 8. [/1] Let Pp be a preference relation

P(B> A)=

P - Pin
Pp = o
Pn1 -+ DPnn
with p;; = P(pff > pJ) being the preference degree of the alternative
z; over xj, 1,5 € {1,...,n} and pf* = [p;", pf] and pff = [p;, p;].
Eventually, a choice function is used to generate a solution set of alter-
natives for the decision problem. Different choice functions have been
proposed in the literature [11]. We will use a non dominance choice
degree, NDD, that indicates the degree to which an alternative is not
dominated by the remaining ones. Its definition is given as follows:

Definition 9. [27] Let Pp = [p;;] be a preference relation defined over
a set of alternatives X. For the alternative x;, its non-dominance de-
gree, NDD;, is obtained as:

NDD; =min{l —pj;, j=1,...,n, j #i} (9)

where pfl = max{p;i—pi;, 0} represents the degree to which x; is strictly
dominated by x;.

And the non dominated alternatives obtained are:

XN = {aj|z; € X, NDD; = maz,,ex{NDD;}} (10)

18
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4.2. Algorithm of the proposed GDM model

Once the proposed GDM model has been explained in detail, we present
an algorithm to solve GDM problems defined in qualitative frameworks in
which experts may elicit comparative linguistic expressions applying such a

model.
Let us suppose a set of alternatives, X = {z1,...,2,}, and a set of
experts, = {e1,..., ey}, who express their preference relations by using

single linguistic terms or comparative linguistic expressions.
The algorithm is as follows:

. Defining the semantics and syntax of the linguistic term set S.
. Defining the context-free grammar Gp.
. Gathering the preference relations P¥ provided by experts k € {1,...,m}.

= W N

. Transforming the preference relations into HFLTS by using the trans-

formation function Eg¢,, (see Def. 5).

5. Obtaining for cach HFLTS its envelope [pl;", pi;"] (see Def. 6).

6. Selecting two linguistic aggregation operators ¢ and ¢. These two
operators might be the same.

7. Obtaining the pessimistic and optimistic collective preference relations
P, PZ, by using the linguistic aggregation operator .

8. Computing a pessimistic and optimistic collective preference for each
alternative applying Eq. (4) and (5) by using the linguistic aggregation
operator ¢.

9. Building a vector of intervals VE = (p£,... pf), of collective prefer-
ences for the alternatives pf* = [p;’, p}'] by using Eq. (6).

10. Building a preference relation Pp, by using the Eq. (7) and (8).
11. Applying a non dominance choice degree N DD by using Eq. (9).
12. Rank the set of alternatives and select the best one(s).

To understand the proposed GDM model easily, a GDM problem will be
solved following the steps of the algorithm.
5. Illustrative example

Let us suppose that a conference committee composed of 3 researchers
E = {e1,ea,e3}, wants to grant a best paper award in an International
Conference. There are four selected papers, X={John’s paper, Mike’s paper,
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David’s paper, Frank’s paper}. Because of the uncertainty among the papers,
it is difficult for the researchers to use just one linguistic term to provide
their preferences. To facilitate the elicitation of their preferences they can use
comparative linguistic expressions close to human beings’ cognitive processes.

To solve the proposed GDM problem the algorithm presented in section
4.2 is applied.

1. Defining the semantics and syntax of the linguistic term set S
In GDM problems, experts provide their assessments by means of pref-
erence relations, where an assessment represents the preference degree
for one alternative over another. A linguistic term set suitable to ex-
press such assessments is:

S = {neither(n),very low(vl), low(l), medium(m), high(h), very high(vh), absolute(a)}

2. Defining the context-free grammar G .
We will use the context-free grammar introduced in Def. 3.

3. Gathering the preferences provided by experts.

— at most vl vh at most vl
pl_ at least vh - between h and vh at most m
l at most [ - greater than h
at least h  greater than m at most m -
- at most | greater than m  lower than m
p? greater than m - h vl
at most vl l - greater than h
between h and vh vh between n and 1 -
— greater than m between h and vh l
P at most 1 — at least h greater than m
lower than m at most 1 - vh
h at most | vl —

4. Transforming the preference relations into HFLTS.
- {n,vl} {vh} {n,vl}
pl_ {vh,a} — {h,vh} {n,vl,l,m}

{1} {n,vl, 1} - {vh,a}
{h,vh,a} {h,vh,a} {n,vl,l,m} —

20
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— {n,vl,1} {h,vh,a} {n,vl 1}
P2 _ {h,vh,a} - {h} {vl}
{n,vl} {l} - {vh,a}
{h,vh} {vh} {n,vl,1} -

- {h,vh,a} {h,vh} {l}
{n,vl, 1} - {h,vh,a} {h,vh,a}
{n,vl,1} {n,vl,l} - {vh}

{h} {n,vl,1} {vl} -

P =

5. Obtaining for each HFLTS its envelope.

[ ; | [n, vl] [E):,UIZ} Fu vl} [h—] [n,1] %Z,% [[TZL, l]l]

1 vn,a - , U n,m 2 ,Q - ) Vi,V

=l ug myg = phd [T T ] 0 = [ohia
[ha]  [hya]l  [n,m] - [h,vh] [vh,vh] [n,l] -

- [h,a] [h,oR] (1]
[nd) - [h,a]  [h,d]
[n,d] [n,] - [vh, vh]
[hh] 0] (vl ] -

P =

6. Selecting two linguistic aggregation operators.
Without loss of generality and for the sake of simplicity, in the aggre-
gation phase we use the arithmetic mean aggregation operator based
on 2-tuple defined as follows:

Definition 10. [15] Let x = {(s1,a1),...,(Sn, )} be a set of 2-
tuples, the 2-tuple arithmetic mean T is computed as:

S

=AG YA sa) = AG Y A) (1)

7. Obtaining the pessimistic and optimistic collective preference relations.

- (m,0) (vh,.33) (I,—.33)

(vh,—.33) - (vh,0)  (m,.33)

(1,—-.33) (1,0 - (a,—.33)
(vh,0)  (h,.33)  (1,0) -

+ _
Po =

21
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PE, = AGG(AT(0l,0) + A7(1,0) + A™(a,0))) = (m,0)
- (v1,.33)  (h,.33) (vl,—.33)
p=_ (m,0) - (h,0)  (1,—.33)
¢ (vl,-.33) (vl,—.33) - (vh,0)
(h,0) (m,0) (n,.33) -
Pg, = AG(A(n,0) + A7 (n,0) + A7 (h,0))) = (vl,.33)

8. Computing a pessimistic and optimistic collective preference for each
alternative (see Table 2).

Table 2: Pessimistic and optimistic collective preference for each alternative.

John | Mike | David | Frank
pessimistic | 1,11 | m,~.11 | 1.11 1,.44
optimistic | m,.33 | h,.33 | m,.11 h,-.22

pr = AG(AT(vl,.33) + A7 (h,.33) + A7 (vl, —.33))) = (I,.11)

9. Building a vector of intervals VT = (pft plt. pR p) for the alternatives
(see Table 3).

Table 3: Linguistic intervals for each alternative.
Mike David
I Py
[(m'll)v(h733)] [(17'11)7(1117‘11)]

John
Pr
[(1,.11),(m,.33)]

Frank
Py
[(17'44)7(}17"22)]

10. Building a preference relation Pp.
— 0.17 0.55 0.35
P — 0.83 — 091 0.68
D=1 045 009 - 029

0.65 032 071 —

where Pp,, is obtained as follows,

max(0,3.33—2.89)—maz(0,2.11-4.33) __ 0.17
(3.33—2.11)+(4.33—2.89) -

PP = [pr.pt] = [A1(1, 1), A~ (m, .33)] = [2.11,3.33].

Pp(pft > pff) =

22
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11. Afterwards, a non dominance choice degree is applied.

-0 01 0
ps_ | 067 — 082 036
b 0o 0 - 0

03 0 043 —

NDD,=0.33, NDDy; =1, NDD3 = 0.18, NDD, = 0.64
where N DD is computed as follows,

NDD; = min{(1 - 0.67),(1—0),(1—0.3)} = 0.33

12. Finally, the set of alternatives is ordered,

To > Ty > X1 > T3

and we select the best one as the solution to the GDM problem whose
linguistic interval is,

xo = [(m, —.11), (h, .33)]

6. Conclusions

The need for modelling complex linguistic expressions in decision making
has been pointed out by several authors, because the uncertainty involved in
such problems causes experts hesitate among more than one single linguistic
term to express their preferences. Some approaches were developed to meet
this necessity. However, none have been applied to GDM due to the lack
of matching between the expressions generated by those approaches and the
expressions used by experts in GDM problems.

In this paper, a GDM model has been presented that is capable of dealing
with comparative linguistic expressions based on context-free grammars and
HFLTS to facilitate the elicitation of linguistic information in hesitant deci-
sion situations. Such a model carries out the processes of CWW by using a
simple and accurate linguistic computing model. Eventually, an illustrative
GDM problem has been solved by the proposed model in order to show its
performance.
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B.7. Multicriteria Decision Making Models with Com-

parative Linguistic Expressions

We have proposed two novel multicriteria decision making models with compa-
rative linguistic expressions. One of them has defined own aggregation operators
to aggregate HFLTS and it is explained in the attached paper in Section B.5. The
second one is based on 2-tuple and it is extended to propose a multicriteria mul-
tiexpert decision making model in which experts can provide their assessments by
using single linguistic terms or comparative linguistic expressions. The computing
with words processes are carried out by using the linguistic 2-tuple model because
it is simple, efficient and obtains precise and understandable results. It consists of

6 phases as shown in Figure B.2.

<—|Se|ection of the best alternative/sli

——— E_Aggregation
I 2-uple |
Definition of syntax ! _Model !
and semantics R "_
= = gy ¥17ena)
—> .
Definition of the -:l .
grammar Gy BB Xn=(sr, )
===
1 Exploitation
§ - - Eq,
greater than s —>HFLTS [m—————— \
—>1 J\ IE_G# Selection of 1 Comparison
Sj I 2-tuple 1
5 E-:] ! HFLTS aggregation operator 2P —i;- Sow
¢ : i et
2 . 7/ linguistic information E<E<-<H set
. . ' Eg ranking
- . lower than S —ﬂHFLTS
—>-
3em

Figura B.2: Multicriteria multiexpert decision making model with comparative

linguistic expressions based on 2-tuple

1. Definition of semantics and syntax

This phase establishes the granularity of the uncertainty g, the linguistic
term set .S, which will be used by experts to provide their assessments, and

the semantics of such linguistic terms.
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. Definition of the context-free grammar

It is defined a context-free grammar G, that generates comparative lin-
guistic expressions that experts will use to provide their assessments. The
context-free grammar Gy, is problem dependent, therefore, it is important

to choose the elements of the grammar Gy = (Vn, Vp, P, I).

Gathering of assessments

Each expert E = {ej,..., ¢}, provides his/her assessments over the set of
criteria C' = {cy,...,¢n}, defined for each alternative X = {z1,...,x,}, by
using single linguistic terms or comparative linguistic expressions generated

by the context-free grammar Gp.

Unification of linguistic expressions into HFLTS

To carry out the computing with words processes in the phase selection of the
best alternative, the linguistic expressions provided by experts are unified into
a same domain. To do so, it is used the transformation function Fg,,, that
transforms both single linguistic terms and comparative linguistic expressions
into HFLTS.

Egy(viy) = Hs(v}))

. Selection of the linguistic information aggregation operator

Taking into account that this model uses the linguistic 2-tuple model, to
carry out the computing with words processes it is chosen an aggregation
operator ¢ based on 2-tuple. Different aggregation operators to aggregate 2-
tuple can be found in the literature [67]. The choice of the operator depends

on the problem.

. Selection of the best alternative.

This phase selects the set of alternatives as solution of the decision making

problem and it is divided into two steps: (i) Aggregation and (ii) Ezploitation.

i) Aggregation of linguistic information
The preference vectors provided by experts are aggregated to obtain

a collective value for each alternative. Taking into account that the
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assessments were unified into HFLTS, a three steps aggregation process

is carried out.

= Firstly, the linguistic terms that compound the HFLTS are aggre-
gated to obtain the assessment represented by a 2-tuple value. To
do so, each linguistic term is transformed into a 2-tuple value by

adding a value 0 as symbolic translation.

HS(fUzkj) = {5r73r+1a s ,St}, sp €5 = (ST,O),

where i € {1,...,n},j€{l,...,m}and k € {1,...,1}.
Once obtained the 2-tuple values, they are aggregated by means of

the aggregation operator ¢, chosen previously.
Gy = DA™ (s, 00)) Vre{l,... 1}
Ve % sr,0)3; r e

» In the second aggregation process, the criteria for each expert are
aggregated to obtain a collective value for each criterion by using

an aggregation operator ¢, that may be the same as ¢ or not.

ve, = AG(A (s, a)) Ve e{L,...,1}

where i € {1,...,n} and j € {1,...,m}.
= Finally, the collective criteria for each alternative are aggregated

by means of an aggregation operator 4, to obtain a collective value

for each alternative vg,.
ve, :A(H(A_l(srva)ij))a V] S {L...,m}

where i € {1,...,n}.
ii) Ezploitation
In this step the collective values for each alternative are used to obtain

a ranking of alternatives and select the best one/s. To do so, it is used

the comparison of 2-tuples [67].

The algorithm defined for the multicriteria multiexpert decision making model

is the following one.
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1. Defining the semantics and syntaxis of the linguistic term set .S.
2. Defining the context-free grammar Gp.

3. Gathering the assessments provided vfj, i={1,...,n}, 7 =A{1,...,m} and

kE={1,...,1}.
4. FOR each expert k = {1,...,1} DO
4.1 FOR each row i = {1,...,n} DO
4.1.1 FOR each column j ={1,...,m} DO
Ec, (v) = H§(vij)

END FOR
END FOR

END FOR
5. Selecting three aggregation operators of linguistic information ¢, ¢ and 6~ .
6. FOR each expert k = {1,...,1} DO

6.1 FOR each row i = {1,...,n} DO
6.1.1 FOR each column j = {1,...,m} DO
6.1.1.1 FOR each linguistic term of the HFLTS (s, ), DO

sp €8 = (s,0)

END FOR
END FOR

END FOR
END FOR
7. FOR each expert k = {1,...,l} DO

7.1 FOR each row i = {1,...,n} DO

“These operators might be the same.
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7.1.1 FOR each column j = {1,...,m} DO
v, = A(p(A™ (s, 00)) Vre{l,... t}

END FOR
END FOR

END FOR

8. FOR each row i = {1,...,n} DO
8.1 FOR each column j = {1,...,m} DO
ve, = AG(A (s, 0)) VR e{L,...,1}
END FOR

END FOR

9. FOR each alternative i = {1,...,n} DO
vo, = AB(A™ (s, )i)), Vi€ {l,...,m}
END FOR

10. Selecting the best alternative.

X = mazy,ex{(sr,a)}
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B.8. Multicriteria Multiexpert Decision Making Mo-

del applied to Nuclear Saferguards Evaluation

As it was pointed out in the motivation of this research report, one of the
reasons to improve the flexibility of the elicitation of linguistic information is be-
cause in the problem of nuclear safeguards evaluation, the IAEA experts need
linguistic expressions more elaborated than single linguistic terms to provide their
assessments in hesitant situations. To overcome this limitation, in this section we
solve the problem of nuclear safeguards evaluation by applying the multicriteria
multiexpert decision making model with comparative linguistic expressions based
on 2-tuple presented in the Section B.7.

Firstly, we briefly introduce the problem of nuclear safeguards evaluation, and
the algorithm defined for the multicriteria multiexpert decision making model is

then applied.

B.8.1. Description of the Nuclear Safeguards Evaluation Problem

Before introducing the problem, we highlight that the data used for the nuclear
safeguards evaluation problem are real data. They were provided by professor Da
Ruan who worked in SCKeCEN, (nuclear research centre) in Mol, Belgium.

Let us suppose a specific evaluation process to evaluate the possibility of “con-
ducting a specific process gaseous diffusion enrichment” within the evaluation of
the production of highly enriched uranium.

Table B.1 shows the set of indicators (criteria) grouped by their type (strong,
medium and weak), which are used in this evaluation process. The weights vector
provided by the indicators is Wj,q = (9,3, 1).

A set of four TAEA experts E = {e1,ea,e3,e4} takes part in this evaluation
process and its weights vector is Weyp = (3,5, 4,2). The IAEA experts can provide
their assessments by using single linguistic terms or comparative linguistic expres-
sions. Afterwards, we follow the steps of the algorithm defined for the multicriteria

multiexpert decision making model.




B.8. Multicriteria Multiexpert Decision Making Model applied to
262 Nuclear Saferguards Evaluation

Tabla B.1: Indicators description

Indicator Description Type
1 Compresor for pure UF6
2 Gaseous diffusion barrier Strong
3 Heat exchanger for cooling pure UF6
4 Diffuser housing/vessel
5 Gas blower for UF6
6 Rotary shaft seal Medium
7 Special control value (large aperture)
8 Special shut-off value (large aperture)
9 Chlorine trifluoride
10 Nickel powder, high purity
11 Gasket, large
12 Feed system/product and tails withdrawal
13 Expansion bellows
14 Header piping system
15 Vacuum system and pump
16 Aluminum oxide powder Weak
17 Nickel powder
18 PTFE (teflon)
19 Large electrical switching yard
20 Large heat increase in air or water
21 Larger specific power consumption
22 Larger cooling requirements (towers)

B.8.2. Resolution Algorithm

1. Defining the semantics and syntax of the linguistic term set S.

In this multicriteria multiexpert decision making problem, the assessment

vf represents the preference of the IAEA expert k over the indicator 7. A

suitable linguistic term set to solve this problem might be the following one,

S = {Nothing(N),Very Low(VL), Low(L), Medium(M), High(H),Very High(VH), Perfect(P)}
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2. Defining the context-free grammar Gp.

The context-free grammar G j to generate comparative linguistic expressions

is the following one,

Vn = {{primary term), (composite term), (unary relation), (binary relation),

(conjunction)}

Vi = {lower than, greater than, at least, at most, between, and, sg, s1, .. ., S¢}
IeVy

P ={I ::= (primary term)|(composite term)

(composite term) ::= (unary relation)(primary term)| (binary relation)
(primary term)(conjunction)(primary term)

(primary term) ::= so|s1|...|sq

(unary relation) ::= lower than|greater than|at least|at most

(binary relation) ::= between

(conjunction) ::= and}
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3. Gathering the assessments provided by experts

The assessments provided by IAEA experts over the indicators set is shown
in Table B.2.

Tabla B.2: Assessments provided by TAEA experts

Ind. el €2 €3 €4
1 H L H P
2 at least VH VH btw* H and VH at least VH
3 VH M P P
4 M M VH H
) M btw VL and L M greater than H
6 H M VH M
7 at most L L VH VH
8 P lower than L greater than H VH
9 M L VH H
10 L L M H
11 lower than L M VH btw M and H
12 VL btw L and M L H
13 P P P at least H
14 VH M P H
15 | btw L and M at most L lower than L at most L
16 L L L M
17 H M greater than H | btw H and VH
18 M M M L
19 | btw L and M at least VH VH VH
20 P M P H
21 H M VH P
22 | btw L and M VL L at most L

*btw stand for between.
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4. Unification into HFLTS

The assessments are unified into HFLTS by using the transformation function

Eg,, (see Table B.3). The transformations are the following ones:

o (8i) = {si|si € S}
o (at most s;) = {sj]s; € S and s; < s;}

lower than s;) = {sj|s; € S and s; < s;}

o (at least s;) = {s;j|s; € S and s; > s;}

Eq
Eq
» Eg,
Eq
Eq, (greater than s;) = {sj|s; € S and s; > s;}
Eq

(
(
(
(
(
o (between s; and s;) = {si|sy € S and s; < s, < 55}

5. Selection of three linguistic information aggregation operators.

Without loss of generality and for the sake of simplicity, the aggregation
operators used in this phase will be the OWA operator to aggregate the
linguistic terms of the HFLTS, whose weights vector is obtained by means of
Filev and Yager approach [50]. Regarding aggregation of indicators and IAEA
experts, we will use the weighted mean according to the weight provided in

the definition of the problem. The weights will be normalized in [0,1].

6. Transformation into 2-tuple

The assessments are transformed into 2-tuple values to carry out the com-

puting processes in the aggregation.
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Tabla B.3: Assessments unified into HFLTS

Indicator e1 €9 es €4
1 {H} {L} {H} {P}
2 {VH,P} {VH} {H,VH} | {VH,P}
3 {VH} {M} {P} {P}
4 {M} {M} {VH} {H}
5 {M} {VL,L} {M} {VH,P}
6 {H} {M} {VH} {M}
7 {N,VL,L} {L} {VH} {VH}
8 {P} {N,VL} | {VH,P} {VH}
9 {M} {L} {VH} {H}
10 {L} {L} {M} {H}
11 {N,VL} {M} {VH} {M,H}
12 {ML} {L,M} {L} {H}
13 {P} {P} {P} {H,VH,P}
14 {VH} (M} {P} {H}
15 {L,M} {N,VL,L} | {N,VL} | {N,VL,L}
16 {L} {L} L |
17 {H} {M} {VH,P} | {H,VH}
18 {M} {M} {M} {L}
19 {L,M} {VH,P} {VH} {VH}
20 {P} {M} {P} {H}
21 {H} M} {VH} {P}
22 {L,M} {VL} {L} {N,VL,L}

7. Aggregation, step 1.

Table B.4 shows the results obtained of the aggregation of the linguistic terms
of the HFLTS by using the OWA operator. The results are represented by

2-tuple values.
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Tabla B.4: Result of aggregating the linguistic terms of the HFLTS

Indicator e1 es es eq
1 (H,0) (L,0) (H,0) (P,0)
2 (P,-.17) (VH,0) | (VH,-.5) (P,-.17)
3 (VH,0) (M,0) (P,0) (P,0)
4 (M,0) (M,0) (VH,0) (H,0)
5 (M,0 (L,-.5) (M,0) (P,-.17)
6 (H,0) (M,0) (VH,0) (M,0)
7 (VL,-.11) (L,0) (VH,0) (VH,0)
8 (P,0) (N,.17) (P,-.17) (VH,0)
9 (M,0) (L,0) (VH,0) (H,0)
10 (L,0) (L,0) (M,0) (H,0)
11 (N,.17) (M,0) (VH,0) (H,-.5)
12 (VL,0) (M,-.5) (L,0) (H,0)
13 (P,0) (P,0) (P,0) (VH,.11)
14 (VH,0) (M,0) (P,0) (H,0)
15 (M,-.5) | (VL,-.11) | (N,.17) (VL,-.11)
16 (L,0) (L,0) (L,0) (M,0)
17 (H,0) (M,0) (P,-.17) (VH,-.5)
18 (M,0) (M,0) (M,0) (L,0)
19 (M,-.5) (P,-.17) (VH,0) (VH,0)
20 (P,0) (M,0) (P,0) (H,0)
21 (H,0) (M,0) (VH,0) (P,0)
22 (M,-.5) (VL,0) (L,0) (VL,-.11)}

To obtain the assessment v% = (P, —.17), first, it is computed the weights of
the linguistic terms of the HFLTS.
i 1

Once obtained the weights, it is applied the OWA operator.
v, = AG * ATY(P,0) + L« ATY(H,0)) = (P, —.17)

8. Aggregation, step 2.




B.8. Multicriteria Multiexpert Decision Making Model applied to
268 Nuclear Saferguards Evaluation

The assessments of the indicators for each IAEA expert are aggregated to
obtain a collective value for each indicator vc,. The aggregation operator
used is the weighted mean and the weights vector is Wy, = (3,5,4,2). The

collective values of the indicators are shown in Table B.5.

Tabla B.5: Collective values for indicators

Indicator Ve,
1 (H,-.43)

O[O0 [N | Ut =] W[ N

—_
@)
—
=
1
S
w
N~—

—_
—_
—
=
o
=~
~—

—_
[\

—
=
B
ot

~

—_
w

[
(G2 SIS
AA/_\
=1
e
800
\/\—/v

—_
(@)
—
-
—_
o
N—

—_
EN |
—~
T
[\
=~
~—

= | =
O | Co
2/\
= =
- 1
[ I
—_
[\
slE

O
S
—
<
o=
1
30
S
N~—

[N
—_
—~
o
)
—_
~—

[\
[\
—~
-
1
i~
—_
S~—

The value v, is computed as follows,

3xA~L(H,0)+5+*A~1(L,0)+4« A~ 1 (H,0)+2+«A~1(P,0
vgy = A(PERE (g RS (R0 = (H, - 43)
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9. Aggregation, step 3.

In the last aggregation process, the collective values of the indicators are
aggregated to obtain a global value for the evaluation process “gaseous dif-
fusion enrichment”. The aggregation operator is also the weighted mean and
the weights vector is Wi,q = (9,3,1).

Finally the global value obtained is, Vyjopar = (H, —.15).

The global value shows that the possibility of “conducting the process gaseous

diffusion enrichment” is close to High.
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B.9. Decision Support System

This section presents a module entitled Hesitant, to manage the comparative
linguistic expressions and HFLTS in a decision support system so-called Multicrite-
ria Decision Analysis with Computing with Words (MCDACW). It has been deve-
loped by the research group Intelligent Systems Based on Fuzzy Decision Analysis
(SINBAD?).

First, the architecture of MCDACW is described and afterwards, the functio-
nality of the Hesitant module is explained by using a specific module developed

for the nuclear safeguards evaluation problem defined in Section B.8.

B.9.1. Architecture of the Application MCDACW

The architecture used to develop the application MCDACW has been the plat-
form Rich Client Platform (RCP) [111]. RCP is a technology that allows to select
the more appropriate components and modules to join them in a specific functio-
nality to build a complete desktop application.

There are different alternatives to develop an RCP application, such as: Eclipse
RCP, Netbeans platform and Spring framework. To develop MCDACW we have
chosen Eclipse RCP [111]. Eclipse RCP uses OSGi [1] as modularity and extension
mechanism. It also has a lot of information and a very large community that
supports it.

The application is based on 4 types of basic modules:
» Libraries: They are the modules that provide support to decision making.
s GUI: They are the modules that compound the application interface.

» Methods: They are Eclipse plugins that solve different decision making pro-

blems.

s Operators: They are Eclipse plugins that implement different aggregation

operators.
The application interface is divided into 3 main views:

= Framework: It is the main window that is displayed when running the ap-

plication and where the decision making problem is defined by adding the
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experts involved in the problem, the alternatives set and criteria set. It is also
defined the information domain which is assigned to each expert, alternative

or criterion.
= Gathering: In this window the assessments of experts are introduced.

s Rating: It allows to select the decision making model which will be used to
solve the problem. It is compound by different tabs depending of the model

phases.

B.9.2. Functionality of the Hesitant Module

MCDACW is a desktop application developed to aid solving decision making
problems. It has different modules, we are focusing on the functionality of the
Hesitant module that deals with comparative linguistic expressions and HFLTS. So
far, the module implements the multicriteria and multicriteria multiexpert decision
making models proposed in Section B.7 respectively.

Afterwards, we show the functionality of the Hesitant module by using the
multicriteria multiexpert decision making problem of nuclear safeguards evalua-
tion.

As aforementioned, the interface is divided into three views.

s Framework

The framework is defined by adding the experts set, alternatives set (in this
case only one) and the criteria set grouped according to their type: Strong,
Medium and Weak (see Fig. B.3).
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mcdacw - /home/usuario/examples/nuclear.mcdacw

ﬂn Compressor for pure UF6
m Gaseous diffusion barrier
(fl) Heat exchanger for cooling pure UFG

> M weak

- —

File Edit
J ] A J % 5 J lw Framework ‘Garhsrmgl I' Rating
B Experts % ~ ||t Domains & ¥

x El T Name Description

x E2 @ Hesitant domain (Nothing,Very Low, Low,Medium,High,Very high, Perfect)

& e

&
B Alternatives %+ =

[E Gaseous diffusion enrichment

L Domains assignment ¥
ﬂn Criteria +* v Expert Alternative Criterion Domain
o

B criterion lSElE(l | v lSElE(l | v lSElE(l | v lSElE(l ‘ | O Block | Add
b B Medim B Expert M Alternative ) criterion % Domain £ Block
= M strong * (ALl) * (All) * (ALL) ! Hesitant domain &

Figura B.3: Framework definition

Afterwards, the information domain used to provide the assessments is defi-

ned (see Fig. B.4) and assigned to each expert.

Domain type

New domain. Select domain type

Domain name

Hesitant

Select domain type

O Numeric domain

O Interval numeric domain

O Linguistic domain

® Hesitant domain

O Unbalanced domain

Select Hesitant domain generation type
® Auto-generate hesitant domain|

© Generate hesitant domain manually

< Back Finish

Figura B.4: Selection of the information domain
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= Gathering

In this part, we introduce the assessments provided by experts for each cri-

terion. Figure B.5 shows on the buttom the syntax and semantics of the

linguistic term set S, and the type of assessments that can be used.

e Primary: They are the single linguistic terms.

o (Composite: They are the comparative linguistic expressions generated

by the context-free grammar G g, which are divided into Unary, those

that use just one linguistic term and Binary, those that use two linguis-

tic terms.
i [P
mcdacw - /home/usuario/examples/nuclear.mcdacw - | O|x
File Edit
J | A J a5 J ® Framework] [‘ Gathering  # Ratmgl
Experts B Expert E Alternative m Criterion s Domain @ Evaluation i
5 : :
El Bl Gaseous diffusion e} Medium:Rotary shaf =)' Hesitant domain; High j
E2 H e
7 : :
E3 E1l Gaseous diffusion e; Medium:Special shy; :ﬁ Hesitant domain; Perfect
vl H H
E4 E1 Gaseous diffusion e} Strong: Compressor. =" Hesitant domair: High
E1 Gaseous diffusion e] Strong:Gaseous difi ()" Hesitant domain] At Least Very high
Alternatives El Gaseous diffusion ] Strong:Heat exchari]" Hesitant domaini Very high
Gaseous diffusion enrichment E1 Gaseous diffusion e| Weak:Alumnium oxi=]" Hesitant domain] Low
E1 Gaseous diffusion e Weak:Expansion be (=" Hesitant domaini Perfect
: 5 : o
Criteria El Gaseous diffusion el Weak:Feed sustem/\—"" Hesitant domaini Ver low M)
3 Med|
¥l Medium Hesitant evaluation 1.eo A ;
- / /
Compressor for pure UF6 © Primary © Unary FAREAY / .
Gaseous diffusion barrier © Composite © Binary / \/
0.25 7 /
Heat exchanger for cooling pure UF6 / \\\ /
[A(Must ‘ v J [Luw | v ‘ \

4 Weak

[ Not applicable

0.00
00 01 02 03 04 05 06 07 08 08 1.0

— Nothing ==\ery low ——Low — Medium —High
Very high — Perfect

= Ratings

Figura B.5: Gathering of assessments

The ratings view is compound of three tabs.

i) Selection of the Method: In this tab the decision making method to solve

the problem is chosen. In this case, “Nuclear safeguards Evaluation”. It

shows the description of the method and the steps to be performed (see

Fig. B.6).
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File Edit
DEHE %3 &

Method selection Unification

* medacw - /home/usuario/examples/nuclear.mcdacw

| @ Framework | @ Gathering| | # Rating|

Available methods '\lu(lssr safeguards eva V' |

Method description
Nuclear safeguards evaluation aims to verify that countries
are not misusing nuclear programs for nuclear weapons
purposes. Experts of the International Atomic Energy
Agency (IAEA) carry out an evaluation process in which
several hundreds of indicators are assessed according to the
information obtained from different sources. These
assessments are synthesized in a hierarchical way to obtain

Method steps
Unification
Aggregation process

a global assessment.

Method: Nuclear safequards evaluation

Next > | Reset

Step: 1/3

Figura B.6: Selection of the Method

ii) Unification: In this step, we have to chose the aggregation operator to

aggregate the linguistic terms of the HFLTS. So far, the only operator

implemented is the OWA operator with the quantifier proposed by Filev
and Yager [50], which will be used in this problem (see Fig. B.7).

File Edit
ODBEBdHA =32 &

Method selection Unification

@ Unified & Expert B Alternative

Method: Nuclear safeguards evaluation

fih catac

Quantifier
Quantifier |Filev-Yager v |
Cancel || save |
| <Back Reset

| @ Framework || & Gathering| | # Rating

Step: 2/3

Figura B.7: Unification: selection of the aggregation operator

Figure B.8 shows the results represented by 2-tuple values.
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* mcdacw - fhome/usuariofexamples/nuclear.mcdacw [ To [ ]

File Edit

ICEeHd| %3 & (@ rramevre

[9 Gathering [. Raung]

Method selection -Aggregahun process|

@ Unified 55 Expert | [B] Alternative M criterion % Source domain (J Evaluation o
{Medium, 0) E1 Gaseous diffusion enrichment] Medium: Chlorine trifluoride Hesitant domain | Medium j
{Medium, 0) E1 Gaseous diffusion enrichment. Medium: Diffuser housing/vessel Hesitant domain  Medium
(Medium, 0) El Gaseous diffusion enrichment| Medium:Gas blower for UFG Hesitant domain | Medium
{Low, 0) E1 Gaseous diffusion enrichment| Medium:Nickel powder, high purity Hesitant domain | Low
{High, 0) E1 Gaseous diffusion enrichment Medium:Rotary shaft seal Hesitant domain  High
(Verylow, -0.11) | E1 Gaseous diffusion enrichment Medium:Special control value (large aperture) | Hesitant domain | At most Low
{Perfect, 0) E1 Gaseous diffusion enrichment| Medium:Special shut-off value (large aperture) | Hesitant domain | Perfect
{High, 0) E1 Gaseous diffusion enrichment| Strong: Compressor for pure UFG Hesitant domain | High
{Perfect, -0.16)  E1 Gaseous diffusion enrichment. Strong:Gaseous diffusion barrier Hesitant domain | At Least Very high L

P —

< Back l l Next > ] l Reset

Method: Nuclear safeguards evaluation Step: 2/3

Figura B.8: Unification: results represented by 2-tuple values

iii) Aggregation process: The experts assessments are aggregated by selec-
ting the aggregation operator weighted mean and adding the experts

weights as shown in Figure B.9.

File Edit
‘ 0 H 4 ‘ 2o ‘ & [U Framework [U Gathering [. Rating]
Method selection [
ﬁ Expert| BV i @Operatnr Values for all experts (expert) n
(W) Weighted mean E1l E2 E3 E4 Sum
14.0
Crit (o] it
IR Criterion| & (B 2% Operator oo
All Unassigned 0.75 N
050 >
N
0.25 -
0.00 - - - - - - - - -
0o 01 02 03 04 05 o0& 07 o0& o's 1.0
[ Nothing —very low’ Low — Madium — High  Very high — Perfact]
< Back | | Reset
Method: Nuclear safequards evaluation Step: 3/3

Figura B.9: Aggregation: selection of the aggregation operator
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Afterwards, we select the aggregation operator to aggregate the criteria

and introduce their weights according to their type. Figure B.10 shows

the final result represented by a 2-tuple value for the evaluation process.
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B criterion| E| (@] 45 Operator woo [ - L
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0.50 < ) 4
0.25 : /!
/
0.00 - - s - - - - > -
0.0 01 02 03 04 o= 06 07 o8 o5 10
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Method: Nuclear safeguards evaluation

< Back [ Next> | Reset
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Figura B.10: Aggregation: final result
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B.10. Conclusions and Future Works

Finally, we will review the main proposals and results obtained in this research

and point out our future works.

B.10.1. Conclusions

Decision making is a usual process for human beings in many real world ac-
tivities, such as, engineering, planning, medicine and so on. Real world decision
problems are usually defined in contexts where the information is vague and im-
precise. There are different approaches to deal with this type of uncertainty. In
this report, we have focused on Fuzzy Linguistic Approach that provides success-
ful results in decision making problems. The use of Fuzzy Linguistic Approach
implies to operate with words. There are different linguistic models to carry out
the computing with words processes and model the linguistic information. In this
research, we have reviewed the most used linguistic models in decision making, by
analyzing its linguistic representation and its computational model. In the revised
models, we have focused on the symbolic computing models since they obtain pre-
cise and easy understandable results. Despite the benefits of these models, it was
pointed out the need of improving the flexibility of expressing more complex terms,
because most of them manage the linguistic terms defined a priori, and restrict
experts to express their assessments or preferences by means of single linguistic
terms that sometimes are not enough to reflect their knowledge.

To overcome these limitations, different researchers have proposed in the litera-
ture approaches that provided linguistic expressions more flexible and richer than
single linguistic terms. However, such expressions are not similar to the expressions
used by experts in decision making problems and/or do not have defined any rule
to generate the expressions.

Therefore, in this research we have proposed a new linguistic representation
model entitled Hesitant Fuzzy Linguistic Term Set, that models multiple linguistic
terms, and we have proposed the use of context-free grammars to generate formally
comparative linguistic expressions close to human beings cognitive model. The
comparative linguistic expressions are modelled by means of HFLTS.

Afterwards, we have presented two group decision making models with com-

parative linguistic expressions which are able to offer experts higher flexibility to
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express their preferences in situations with high degree of uncertainty.

Taking into account that in many decision making problems the alternatives
are assessed by multiple criteria, we also planned to tackle such type of problems
by defining a multicriteria decision making model in which the assessments can be
provided by means of single linguistic terms or comparative linguistic expressions.

In the field of decision models, we have also considered that the complexity of
the multicriteria decision making problems in real world leads to consider multiple
points of view. Therefore, we have presented a multicriteria multiexpert decision
making model in which experts can provide their assessments by using single lin-
guistic terms or comparative linguistic expressions. In addition, an application of
the multicriteria multiexpert decision making model has been applied to a nuclear
safeguards evaluation problem.

Finally, a decision support system has been shown. It implements a new module
to manage the comparative linguistic expressions and HFLTS in decision making
problems.

As we can see, all the objectives that we pursued at the beginning of this

research have been achieved by the proposals presented in the report.

B.10.2. Future Works

Taking into account these previous results, our future works and research will

focus on the following research aims:

» To improve the representation of the comparative linguistic expressions to
facilitate the computing with words processes with this type of information

by defining a new fuzzy envelope.
s To define new aggregation operators to aggregate HFLTS.

= To apply the proposed models in this research to real problems to compare

the results with decision making models already defined.

= To complete the implementation of the Hesitant module developing the group

decision making models with comparative linguistic expressions and HFLTS.

» To define new context-free grammars to generate comparative linguistic ex-

pressions according to specific decision making problems.
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B.10.3. Publications

Regarding the scientific spreading and publications of our scientific results, we

will highlight the following contributions:

= In International Journals

e R.M. Rodriguez, L. Martinez, F. Herrera, Hesitant Fuzzy Linguistic
Term Sets for Decision Making. IEFEE Transactions on Fuzzy Systems,
vol. 20, issue 1, pp. 109-119, 2012.

e R.M. Rodriguez, L. Martinez, F. Herrera, A Group Decision Making
Model Dealing with Comparative Linguistic Expressions based on He-
sitant Fuzzy Linguistic Term Sets. Information Sciences. Submitted in

2nd round with minor revision.

e R.M. Rodriguez, L. Martinez, An Analysis of Symbolic Linguistic Com-
puting Models in Decision Making. International Journal of General
Systems, vol. 42, issue 1, pp. 121-136, 2013.

e R.M. Rodriguez, L. Martinez, D. Ruan, J. Liu, Using Collaborative
Filtering for Dealing with Missing Values in Nuclear Safeguards Eva-
luation. International Journal of Uncertainty, Fuzziness and knowledge-
based Systems, vol. 18, issue 4, pp. 431-450, 2010.

» In International Conferences

e R.M. Rodriguez, L. Martinez, F. Herrera, Hesitant Fuzzy Linguistic
Term Sets. ISKE 2011, Foundations of Intelligent Systems, Advances in
Intelligent and Soft Computing, vol. 122, pp. 287-295, Springer Berlin
/ Heidelberg, 2011.

e R.M. Rodriguez, L. Martinez, F. Herrera, A Multicriteria Linguistic
Decision Making Model Dealing with Comparative Terms. Eurofuse
2011, Advances in Intelligent and Soft Computing, vol. 107, pp. 229-
241, Springer Berlin / Heidelberg, 2011.

e R.M. Rodriguez, L. Martinez, F. Herrera, Group Decision Making with
Comparative Linguistic Terms. IPMU 2012, Advances on Computatio-
nal Intelligence Communications in Computer and Information Science,
vol. 297, pp. 181-190, Springer Berlin / Heidelberg, 2012.
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e R.M. Rodriguez, M. Espinilla, L. Martinez, A Comparative Analysis of
Symbolic Linguistic Computational Models. International Fuzzy Sys-
tems Association. European Society for Fuzzy Logic and Technology,
Lisboa (Portugal), July 20-24th, 2009.

e R.M. Rodriguez, L. Martinez, A Comparison among Symbolic Compu-
tational Models in Linguistic Decision Making. The 9th International
FLINS Conference on Foundations and Applications of Computational
Intelligence, Emei, Chengdu (China), August 2-4th, 2010.

= In National Conferences

e R.M. Rodriguez, L. Martinez, F. Herrera, Modelo Lingiiistico de Toma
de Decisiones Multicriterio con Expresiones Lingiiisticas Comparativas.
XVI Congreso Espaniol sobre Tecnologias y Légica Fuzzy (ESTYLF
2012), Valladolid (Spain), February 1st-3rd, 2012.

e R.M. Rodriguez, L. Martinez, F. Herrera, Toma de Decisiéon Lingiiistica.
Modelos Computacionales Simbdlicos y su Aplicacion en el Tratamien-
to de Percepciones. XV Congreso Espafiol sobre Tecnologias y Logica
Fuzzy (ESTYLF2010), Punta Umbria (Huelva), February 3-5th, 2010.
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